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定义1.7.1   两个矢量a,b的模和它们夹角余弦

的乘积叫做矢量a和b的数量积(也称内积、点积),

记为a.b 或 ab,    即

a.b=  a  b cos ∠(a,b)         (1.7-1) 

∠(a,b)
a

b

O



 ab=  a  b con ∠(a,b)    中    在

1)   a.b是一个数量而不是矢量.   

2) 当a=0  或b=0时, a.b=0.

3)  当∠(a,b) =        时, a.b=0.л
2



4)  当a, b是两个非零矢量时,

b

O a

 b cos ∠(a,b)=射影ab 

θ

A

B

B1

 a cos∠(a,b)=射影ba

于是从  ab=  a  b cos ∠(a,b) 中,有       

ab=  a  射影ab = b 射影ba (1.7-2)



O a
θ

A

B

B1

 ab=  a  b con ∠(a,b)        由                                      有         
a.e=射影ea          (1.7-2`)

e

6)  当a=b时, a.b= a 2

a.a =  a  a cos∠(a, a)        事实上,  a 2=
a.a叫做矢量a的数量平方.

记作a2,即    a2  a 2=

5)  当b是单位矢量e时, b = e5)  当b是单位矢量e时, b = e5)  当b是单位矢量e时, b =     =1



定理1.7.1  两矢量a,b相互垂直的充要条件是:

证明:

a.b=0

事实上, a⊥b,则 cos∠(a,b)=0, 所以

a.b=  a  b cos ∠(a,b) =0

必要性得证.

1)  证必要性   设a⊥b, 要证明 a.b=0 成立.



2)  证充分性    设a.b=0, 要证明a⊥b 成立.

事实上,因为

a.b=  a  b cos∠(a,b) =0

所以,有

   a  =0      b =0 cos∠(a,b) =0或 或

于是a⊥b 成立.          充分性得证.



定理1.7.2  矢量的数性积满足下面的运算规律:

1) 交换律       a.b= b.a                      (1.7-3)

2)  关于数因子的结合律

(λa).b= λ(a.b)= a.(λb)     (1.7-4)

3)  分配律      (a+b). c= a.c+ b.c        (1.7-5) 

证: 若(1.7-3), (1.7-4), (1.7-5)中有零矢量,

则它们成立.



若a≠0 且 b≠0 且 c≠0,

1) 证交换律         a.b= b.a 

a.b=  a  b cos ∠(a,b)

b.a =  b  a cos ∠(b,a)

又      ∠(a,b)=∠(b,a)

由定义,

所以, a.b= b.a  .           交换律成立.



2)    证关于数因子的结合律

(λa).b= λ(a.b)= a.(λb)
1. λ=0,  等式显然成立. 

2. λ≠0,则

(λa).b= b 射影b(λa)= b (λ射影ba) = λ(a.b)

又   a.(λb) = (λb).a= λ( a. b)

所以, (λa).b= λ(a.b)= a.(λb)   成立.



3)  分配律 

所以   (a+b)c= c 射影c(a+b)

= c  ( 射影ca+射影cb)

= c 射影ca+ c  射影cb

射影l(a+b)=射影la+射影lb      (1.6-3)

ab= b  射影ab = a 射影ba       (1.7-2)

= a.c+ b.c 
问题得证.



 推论    (λa+μb). c=λ(a.c)+μ(b.c)    (1.7-7)        

1) 交换律       a.b= b.a                      (1.7-3)
2)  关于数因子的结合律

(λa).b= λ(a.b)= a.(λb)           (1.7-4)

3)  分配律      (a+b). c= a.c+ b.c       (1.7-5) 

综上所述,以下公式得证:

     根据上述运算规律,在矢量数性积的运算中,

可以像多项式的乘法一样去进行.



例如:
(a+b)(a-b)=a2-ab+ba-b2= a2-b2

(a±b)2=(a±b)(a±b)=a2±ab±ba+b2

= a2±2ab+b2

(2a+3b)(c-4d)=2a.c+3b.c-8a.d-12b.d



例1   证明平行四边形对角线的平方和

等于它各边的平方和.

O A

B C
m n

a

b

证:  如图

  ∵ m=a+b, n=a-b

∴m2=(a+b)2=a2+2ab+b2

n2=(a-b)2=a2-2ab+b2

∴m2 +n2=2（a2+b2）=2a 2+ 2b 2
问题得证.



例2  证明   如果一条直线与一个平面内的两

条相交直线都垂直,则它就和平面内任何直线

都垂直,即它垂直于平面.

ab a
b cn

c

n
证:  如图在直线n,a,b,c,上

分别取非零矢量n,a,b,c,
由假设,  有n⊥a, n⊥b

问题转化为证明  n⊥c.

即证    n.c=0.



例2  证明   如果一条直线与一个平面内的两

条相交直线都垂直,则它就和平面内任何直线

都垂直,即它垂直于平面.

ab a
b cn c

n

事实上,   ∵a,b,c共面,      ∴ c=λa+ µb, 

又  n⊥a, n⊥b,∴ n.a=0 ,n.b=0

从而, n.c=n(λa+ µb)

=λ(n.a)+ µ(n.b)

=0.      问题得证.



例3  试证: 三角形的三高线交于一点.

A

B C

P
a

b
c

设△ABC的BC,AC两边上的高交于P点,

又设       PA= a,  PB=b ,  PC= c,

于是,       AB=b- a, BC= c –b, CA=a- c ;

∵PA⊥BC ,∴ a(c –b)=0, 

即 ac –ab=0,从而ac =ab ;

要证PC⊥AB,        为此

问题转化为证明: c(b- a)=0 ;



例3  试证: 三角形的三高线交于一点.

A

B C

P
a

b
c

设△ABC的BC,AC两边上的高交于P点,

即ac –ab=0,从而ac =ab

要证PC⊥AB,        

∵PA⊥BC ,∴a(c –b)=0, 

∵PB⊥AC ,∴ b(c –a)=0, 即bc =ab ;

于是,  bc = ac , c(b -a)=0

 即       PC⊥AB.       

b -a

c –b

a-
 c
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定理1.7.3  设a=X1i+Y1j+Z1k, b=X2i+Y2j+Z2k , 则

a.b=X1X2+Y1Y2+Z1Z2            (1.7-6)
 证:  a.b=(X1i+Y1j+Z1k)(X2i+Y2j+Z2k )

=X1X2(i.i)+X1Y2(i.j)+X1Z2(i.k)+

+Y1X2(j.i)+Y1Y2(j.j)+Y1Z2(j.k)+

+Z1X2(k.i)+Z1Y2(k.j)+Z1Z2(k.k)

∴  a.b=X1X2+Y1Y2+Z1Z2     定理得证.

∵ i.i=1, j.j=1, k.k=1, i.j=0, j.k=0, i.k=0
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1.数量积的坐标表达式

 



推论   设a=Xi+Yj+Zk, 则

a.i=X,   a.j=Y,    a.k=Z         (1.7-9)

设a=X1i+Y1j+Z1k, b=X2i+Y2j+Z2k , 则

a.b=X1X2+Y1Y2+Z1Z2            (1.7-8)

由此，我们得到了如下结论：

并且还有



下面在直角坐标系下,分别对上述问题进行讨论.

由公式(1.7-6)可以解决以下问题:

a=X1i+Y1j+Z1k,    b=X2i+Y2j+Z2k 

a.b=X1X2+Y1Y2+Z1Z2            (1.7-6)

1)  两点间的距离

2)  矢量的方向余弦

3)  两矢量的交角



定理1.7.4  设  a=Xi+Yj+Zk,则

1)  两点间的距离

因为 a.b=  a  b cos ∠(a,b)         (1.7-1) 

所以   a.a=  a 2, a =   a2  .

   a =    X2+Y2+Z2 (1.7-10)

证: 因为 a=Xi+Yj+Zk,   且  a.b=X1X2+Y1Y2+Z1Z2

所以   a2= X2+Y2+Z2 , 即 a 2= X2+Y2+Z2 

定理得证.



定理1.7.5  空间两点P1(x1,y1,z1), P2(x2,y2,z2)间

的距离是

d=    (x2-x1)2+(y2-y1)2 + (z2 -z1)2 (1.7-11)

证:   因为 P1P2 =     x2-x1, y2-y1, z2-z1

所以  d= P1P2 =    (x2-x1)2+( y2-y1,)2+( z2-z1)2

定理得证.
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非零向量    的方向角：OM
非零向量与三条坐标轴的正向的夹角称为方向角.

、、

,0 

,0 

.0 

x

y

z

o

M


矢量的方向角



2)  矢量的方向余弦

r

e1 e2

e3

x
y

z

方向角的余弦叫做矢量的方向余弦.

矢量的方向完全由它的方向角确定.

α=∠(r ,e1) ,β =∠(r ,e2) ,

γ =∠(r ,e3); 

α, β,γ就是矢量r的三个方向角.
α β

γ

O
cosα, cosβ, cosγ就是r的方向余弦.



且  cos2α+cos2β+ cos2γ=1

定理1.7.6   非零矢量    =Xi+Yj+Zk的方向余弦
是

a

a e1 α=∠ (    ,    ), a e2β =∠ (    ,    ), a e3  γ=∠ (    ,    )

X2+Y2+Z2

Y

a
X

cosγ=         =

cosα=           =

cosβ=         =a
Y

a
Z

X2+Y2+Z2

Z

X2+Y2+Z2

X



证明:    因为       = a i . a cosα

a i.又           =X 所以   X= a cosα

从而  cosα=          =
a

X

X2+Y2+Z2

X

cosγ=        =   
X2+Y2+Z2

Z
a

Z

cosβ=         = 
a

Y

X2+Y2+Z2

Y
同理

且  cos2α+cos2β+ cos2γ=1 定理得证.



由定理证明过程可知:
X= a cosα

Y= a cos β

Z= a cosγ

即任意一个矢量都由其模和方向余弦唯一确定.

且由    cos2α+cos2β+ cos2γ=1      知

a0 =   cosα, cosβ, cosγ
转156页



3)  两矢量的交角

定理1.7.7  如果空间中的两个非零矢量为

X1,Y1,Z1  =a X2,Y2,Z2 =b 则

(    ,    )a b∠cos
X1X2+Y1Y2+Z1Z1

X12+Y12+Z12 X22+Y22+Z22.=

证明 思路 分析



a.b=  a  b cos ∠(a, b)

从而

(    ,    )a b∠cos
a
a b.

b
=



X1,Y1,Z1  =a b X2,Y2,Z2  =

a b. X1X2+Y1Y2+Z1Z1=

X12+Y12+Z12a =

X22+Y22+Z22b =



证: a.b=  a  b cos ∠(a, b)

(    ,    )a b∠cos
a
a b.

b
=

非零矢量,      a b又       ,      为

另一方面 a b. X1X2+Y1Y2+Z1Z1=

X12+Y12+Z12a = X22+Y22+Z22b =

(    ,    )a b∠cos
X1X2+Y1Y2+Z1Z1

X12+Y12+Z12 X22+Y22+Z22.=

于是

 所以



推论      如果                          ,         X1,Y1,Z1   =a b X2,Y2,Z2  =

X1X2+Y1Y2+Z1Z1 =0

a b则             的充要条件是   



解 ba
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在平面直角坐标系下也有类似结论.

设 X1,Y1   =a b X2,Y2= 则

a b. = X1X2+Y1Y2

a i. =X1 a j. =Y1

a X12+Y12=

 两点P1(x1,y1), P2(x2,y2)间的距离

          d= P1P2 =    (x2-x1)2+( y2-y1)2



          cosα=          =
a

X1

X12+Y12

X1

a
Y1cosβ=         = 

X12+Y12

X1

设cosα, cosβ是     的方向余弦.则a

且   cos2α+cos2β=1    



(    ,    )a b∠cos
X1X2+Y1Y2

X12+Y12 X22+Y22.
=

X1X2+Y1Y2=0

a b  的充要条件是   



例6   已知三点A(1,0,0),B(3,1,1),C(2,0,1)且

BC= a , CA= b  , AB= c  ,
求 1)               ;  2)  射影c  a   .(    ,    )a b∠

解

c

=   -1,-1,0   ,a =   -1,0,-1   ,b

=    2, 1, 1   ,

a b. a c.

a b2= 2=

c 6=

=(-1)(-1)+(-1)0+0.(-1)=1, = -3



(     ,    ) =a b   ∠cos
a
a b.

b

a c. =     射影c ac 射影c a =
c

a c.

a b. a c. a b c

因此,要求出

X1X2+Y1Y2+Z1Z1a b. =

X12+Y12+Z12a =



X12+Y12+Z12a =

BC= a = XC-XB , YC-YB ,ZC-ZB   ,

A(1,0,0),   B(3,1,1),    C(2,0,1)



即 a 2= b 2= c 6=

a b. =1, a c. = -3 所以

=(     ,    ) =a b   ∠cos
a
a b.

b 2 2
1

2
1

=

(    ,    )a b∠ = 3
π∴

射影c a =
c

a c.
=

6
-3 6

2
= -



(a1b1+a2b2+a3b3)2≤(a12+a22+a32)(b12+b22+b32)

a =  a1,a2,a3   , b = b1,b2,b3   ,

a b. =a1b1+a2b2+a3b3

a
2
=a12+a22+a32 , b =b12+b22+b32

2

(          )2≤a b. a
2

b
2.

如果令 则

问题转化为证明
不等式成立:

例7 利用数性积证明柯西.施瓦兹不等式:



例7 利用数性积证明柯西.施瓦兹不等式:

证:

(a1b1+a2b2+a3b3)2≤(a1
2+a2

2+a3
2)(b1

2+b2
2+b3

2)

a =  a1,a2,a3   , b = b1,b2,b3   ,令

因为 a.b=  a  b cos ∠(a, b)

所以

(    ,    )a b∠con-1 ≤                      ≤ 1

(        ) =a b. a
2

b
2. cos ∠(a, b)

22

(          )2≤a b. a
2

b
2.于是 问题得证.



    2.数量积在向量的模、两点间的距

离、两向量的夹角等方面的应用。

    1.两向量的数量积是一个数量;



思考题：

    两向量相乘什么情况下结果

是向量？


