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设线性方程组为 )1(
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一、线性方程组的向量表示形式 

引入向量 
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于是线性方程组 (1) 可以改写成向量方程 

x11 + x22 + … + xnn =  .                 (3) 

线性方程组 (1) 有解的充分必要条件为 

向量  可以表示成向量组1 , 2 , …, n 的线性组合. 

问：线性方程组（1）有解的充要条件用秩的概念如

何表示？ 



证明 先证必要性. 设线性方程组 (1) 有解, 

就是说，  可以经向量组 1 , 2 , …, n 线性表出. 

由此立即推出，向量组1 , 2 , …, n 与1 , 2 , …, n ,   

等价，因而有相同的秩. 这两个向量组分别是矩阵 A 与 

二、线性方程组有解判别定理 

定理 7    线性方程组 (1) 有解的充分必要条件 

是系数矩阵 A 与增广矩阵     A 有相同的秩. 

A 的列向量组. 因此，矩阵 A 与 A 有相同的秩. 



再证充分性. A 设矩阵 A 与 有相同的秩， 

于是，它们的列向量组1 , 2 , …, n 与1 , 2 , …, n ,   

有相同的秩为 r . 1 , 2 , …, n的极大线性无关组是由 r个 

向量组成,不妨设1 , 2 , …, r 是它的一个级大线性无关组. 

因此，方程组 (1) 有解. 

证毕 

下证1 , 2 , …, r ,  线性相关.  

因此向量  可以经1 , 2 , …, r  线性表出， 当然可以 

经1 , 2 , …, n线性表出.  

证毕 

若不然1 , 2 , …, r ,  线性无关，这与它的秩为r矛盾. 



定理7判别线性方程组（1）有解的条件与消元

法判断线性方程组（1）有解的关系？ 

用消元法解线性方程组 (1) 的第一步就是用初等行 

变换把增广矩阵 A 化成阶梯形. 这个阶梯形矩阵 

在适当调动前 n 列的顺序之后可能有两种情形： 



情形一： 
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其中 cii  0 , i = 1, 2, … , r , dr+1  0 . 



情形二： 
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其中 cii  0 , i = 1, 2, … , r. 



情形一，原方程组无解. 

情形二，原方程组有解. 

把这个阶梯形矩阵中最后一列去掉，那就是线性方程组 

(1) 的系数矩阵 A 经过初等行变换所化成的阶梯形. 

这就是说，当系数矩阵与增广矩阵的秩相等时，方程组 

有解； 当增广矩阵的秩等于系数矩阵的秩加 1 时，方程 

组无解. 



三、一般线性方程组的解法 

设线性方程组 (1) 有解，矩阵 A 与 A 的秩都为 r 

而 D 是矩阵 A 的一个不为零的 r 级子式 

A 的一个不为零的子式)，为了方便 

不妨设 D 位于 A 的左上角. 

(当然它也是 

在这种情况下， A 的前 r 行就是一个极大线性无关组， 

第 r + 1 , … , s 行都可以经它们线性表出. 

因此，方程组 (1) 与 
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同解. 

当 r = n 时，由克拉默法则，方程组(4)有唯一解，  

也就是方程组 (1) 有唯一解. 



当 r < n 时，将方程组 (4) 改写为 

)5(
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方程组 (5) 作为以 x1 , x2  … , xr 为变量的一个方程组， 

它的系数行列式 D  0. 由克拉默法则，对于xr+1 , … ,  

xn 的任意一组值，方程组 (5)有唯一解， 

也就是方程组 (1) ，都有唯一解. 



对 (5) 用克拉默法则，可以解出 x1 , x2  … , xr ： 
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(6) 就是方程组 (1) 的一般解. 

上述一般线性方程组的求解方法，可归纳成以 

下步骤： 

xr+1 , … , xn 就是方程组(1)的一组自由未知量. 



四、线性方程组的求解步骤 
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设有线性方程组 

它所对应的向量组为 

i = ( ai1 , ai2 , … , ain , bi ) ,   i = 1, 2, … , s 

有解. 



STEP 1 ：求保留方程组 

所谓保留方程组就是把原方程组中多余的方 

程去掉后剩下来的方程构成的方程组. 求保留方程 

组的方法是：若向量组 1 , 2 , … , s 线性无关， 

则原方程组中没有多余的方程，其保留方程组就是 

它本身； 若向量组 1 , 2 , … , s 线性相关，则原 

方程组中有多余的方程，其保留方程组由向量组 

1 , 2 , … , s 的一个极大线性无关组所对应的方 

程组成，保留方程组中方程的个数为向量组1 ,2, 

则其求解步骤如下： 



… , s 的秩. 

STEP 2 ：在保留方程组中找出 r 个未知量， 

设向量组 1 , 2 , … , s的秩为 r . 

使它们的系数行列式不为零. 把这 r 个未知量作为 

非自由未知量，剩下的 n - r 个未知量作为自由未 

知量，并把保留方程组变形：非自由未知量留在左 

边，自由未知量移到方程的右边. 

STEP 3 ：把自由未知量看作已知数，用克拉 

默法则解出非自由未知量即得方程组的一般解. 



例 1    解线性方程 
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解 首先来判别方程组是否有解. 

把方程组的增广矩阵化为行阶梯形 
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因为系数矩阵和增广矩阵的秩均为 2 ，所以方 

程组有解. 它的一个同解方程组是 











.123

,0

543

54321

xxx

xxxxx

把 x1 , x5 取作非自由未知量，x2 , x3 , x4 当作自由未 

知量，并把方程组变形成 









.231

,

435

43251

xxx

xxxxx

解之得方程组的一般解为 









.231

,21

435

4321

xxx

xxxx



小结和作业 

1. 请叙述线性方程组(1)有解的充要条件. 

2. 求线性方程组解的步骤有那几步？ 

3.作业见学习通. 


