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第七章 线性变换 
线性变换是最简单最基本的变换，是线性代数研究的主要对象之一，它从映射的角度来

讨论线性空间的向量之间的内在联系及线性空间的结构.通过线性变换的学习，有利于提高对

几何空间的旋转、投影、反射以及分析中的微商变换的实质. 

从同态的角度来看，线性变换是线性空间到自身的一个同态映射，而同态映射是高等代

数的后继课程近世代数的一种重要方法，因此，线性变换是同态映射的特例，是学习近世代

数的基础. 

线性变换是线性空间到自身的映射，实际上是线性空间的一个线性算子，是一般线性算

子的特殊情形.所以通过线性变换的学习，将为以后学习线性泛函、算子理论等要做必要的准

备. 

7.1 线性变换的定义 

教学的时间：****年**月**日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.理解线性变换的定义； 

2.掌握线性变换的性质. 

二、教学重点 

线性变换的定义及其性质 

三、教学难点 

线性变换的定义 

四、教学过程 

（一）引入 

上一章我们看到，数域 P 上任意一个 n 维线性空间都与 P 
n
同构,因之,有限维线性空

间的结构可以认为是完全清楚了.线性空间是某一事物从量的方面的一个抽象.我们认识客观

事物，固然要弄清它们单个的和总体的性质，但是更重要的是研究它们之前各种各样的联系.

在线性空间中，事物之间的联系就反映为线性空间的映射.线性空间 V到自身的映射通常称为

V的一个变换..  

这一章中要讨论的线性变换就是最简单的，同时也可以认为是最基本的一种变换，正如

线性函数是最简单和最基本的函数一样.线性变换是线性代数的一个主要研究对象..  
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下面如果不特别声明，所考虑的都是某一固定的数域 P 上的线性空间. 

（二）线性变换的定义 

在讨论线性空间的同构时，我们考虑的是一种保持向量的加法和数量乘法的一一对应.

我们常称两线性空间之间保持加法和数量乘法的映射为线性映射.本节要讨论的是在线性空

间 V上的线性映射——线性变换. 

线性空间V 到自身的映射称为V 的一个变换. 

定义 1  线性空间V 的一个变换A称为线性变换，如果对于V 中任意的元素  , 和数域P

中任意数 k ，都有 

A(   )=A ( )+A(  );A( k )=A k ( ).                  （1） 

用花体拉丁字母 A，B，…表示V 的线性变换，A( )或 A 代表元素 在变换 A 下的像. 

定义中等式(1)所表示的性质，有时也说成线性变换保持向量的加法与数量乘法. 

例 1 平面上的向量构成实数域上的二维线性空间.把平面围绕坐标原点按反时钟方向旋

转 角，用ℐ  表示.若平面上一个向量 在直角坐标系下

的坐标是 ),( yx ，像ℐ  ( )的坐标 ),( yx  . 

问题 1 求 ℐ

 ( ) =   的坐标. 

设 旋转  角之后的坐标 ( x , y ) ，则按照公

式 



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问题 2 旋转变换 ℐ

 ( ) =   是不是线性变换？

同样地，空间中绕轴的旋转也是一个线性变换. 

例 2 设 是几何空间中一固定非零向量，把每个向量 变到它在 上的内射影的变换，

以  表示它. 

问题 1 求证 





),(

),(
)(  ， ),(),,(  表示内积. 

问题 2  也是线性变换. 

例 3 线性空间V 中的恒等变换或称单位变换 E，即 

E )()( V   
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以及零变换ℴ，即 

ℴ )(0)( V   

都是线性变换. 

例 4 设V 是数域 P 上的线性空间， k 是P 中的某个数，定义V 的变换如下： 

K: Vk   , . 

这是一个线性变换，称为由数 k 决定的数乘变换，可用 K表示.显然当 1k 时，便得恒等变

换，当 0k 时，便得零变换. 

例 5 在线性空间 ][xP 或者 nxP ][ 中，求导数是一个线性变换.这个变换通常用 D代表，即

D（ )(xf ）= )(xf  . 

例 6 定义在闭区间  ba, 上的全体连续函数组成实数域上一线性空间，以 ),( baC 代表.在

这个空间中变换 

ℐ（ )(xf ）= 
x

a
dttf )(  

是一线性变换. 

（三）线性变换的简单性质 

1. 设 A 是V 的线性变换，则 A(0)=0, A(  )=-A ( ). 

2. 线性变换保持线性组合与线性关系式不变.换句话说，如果  是 r ,,, 21  的线性组

合： 

rrkkk   2211 , 

那么经过线性变换 A 之后，A(  )是 A( 1 ),A( 2 ),…, A( r )同样的线性组合： 

A(  )= 1k A( 1 )+ 2k A( 2 )+…+ rk  A( r ). 

又如果 r ,,, 21  之间有一线性关系式 

02211  rrkkk    

那么它们的像之间也有同样的关系式 

1k A( 1 )+ 2k A( 2 )+…+ rk A( r )=0. 

3. 线性变换把线性相关的向量组变成线性相关的向量组. 
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但是线性变换把线性无关的向量组有可能变成线性相关的向量组，也有可能变成线性无

关的向量组.比如零变换把线性空间的任意一组基变成了零向量，从而零变换把线性无关的向

量组变成了线性无关的向量组. 单位变换把线性空间的任意一组基变成这组基，从而单位变

换把线性无关的向量组变成线性无关的向量组. 

五、小结 

1. 线性变换的定义； 

2.掌握线性变换的性质. 

六、作业（习题册第 152—157 题，160、161、165—171,173,174、187、188、210） 

七、教学反思 
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7.2 线性变换的运算 

教学的时间：****年**月**日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.掌握线性变换的运算及其性质 

2.理解线性变换的多项式. 

二、教学重点 

线性变换的运算 

三、教学难点 

线性变换的乘法运算 

四、教学过程 

一、线性变换的乘法 

1.线性变换乘积的定义 

设 A，B 是线性空间V 的两个线性变换，定义它们的乘积为. 

(AB)( )=A(B( ))     ( V ). 

2.线性变换乘积的性质 

（1）线性变换的乘积也是线性变换. 

证明 由线性变换乘积的定义知，AB 是 V 上的一个变换. 

且 , , ,V k P     有  (AB)(  )=A(B(  )) 

= A(B ( ) +B ( ) )) = A（B ( ) ）+ A（B ( ) ）

=(AB)( )+(AB)( ) 

(AB)( k )=A(B( k ))=A( k B( ))= k A(B( ))= k (AB)( ) 

线性变换 A，B 的乘积 AB 也是线性变换. 

例如，在实数域上的线性空间  R x 中，线性变换 

D（ )(xf ）= )(xf  . 
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ℐ（ )(xf ）= 
x

a
dttf )(  

的乘积 D ℐ=ℰ，但一般 ℐD≠ℰ. 

一般情况下，线性变换的乘积不满足交换律. 

（2）线性变换的乘法适合结合律，即(AB)C=A(BC). 

（3）对于任意线性变换 A，都有 Aℰ=ℰA=A. 

二、线性变换的加法 

1. 线性变换的加法的定义 

设 A，B 是线性空间V 的两个线性变换，定义它们的和 A+B 为 

(A+B)( ) = A( )+B( )      ( V ). 

易证：线性变换 A，B 的和 A+B 还是线性变换. 

, , ,V k P     有  (A+B)(  )=A(  )+B(  ) 

=A（ ）+ A（  ）+ B（ ）+ B（  ） 

=A（ ）+ B（ ）+ A（  ）+ B（  ） 

=(A+B)（ ）+ (A+B)（  ） 

 (A+B)( k )=A( k )+B( k )= k A( )+ k B( )= k （A( )+B( )）= k （A+B）( ) 

线性变换 A，B 的和 A+B 也是线性变换. 

2.线性变换的加法适合结合律与交换律，即 

A+( B+ C)=( A+ B)+ C. 

A+ B= B+ A. 

3.对于加法，零变换 ℴ与所有线性变换 A 的和仍等于 A： 

A+ℴ=A. 

4.对于每个线性变换 A，可以定义它的负变换（-A）：(-A)( )=-A( )    ( V ). 

则负变换（-A）也是线性变换，且 A+（-A）=ℴ. 

5.线性变换的乘法对加法有左右分配律，即 A(B+ C)= A B + A C，(B+ C) A = B A +C A. 
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三、线性变换的数量乘法 

1.数域P 中的数 k 与线性变换 A 的数量乘法定义为 

k A =KA 

即 k A( )=K(A( ))=KA( ),当然 k A 还是线性变换. 

2.线性变换的数量乘法适合以下的规律： 

)(kl A = k ( l A), 

)( lk  A = k A + l A, 

k (A + B)= k A + k B, 

1A = A. 

线性空间V 上全体线性变换，对于如上定义的加法与数量乘法，也构成数域 P 上一个

线性空间. 

四、线性变换的逆变换 

1.V 的变换 A 称为可逆的，如果有V 的变换 B 存在，使 AB= BA=E.变换 B 称为 A 的逆

变换，记为 A 1 . 

2.如果线性变换 A 是可逆的，那么它的逆变换 A 1 也是线性变换. 

证明 , , ,V k P     有 A 1 (  )=A 1 (（A A 1 ）（ ）+（A A 1 ）（  ）) 

= A 1 {A[A 1 （ ）]+A[A 1 （  ）]}=A 1 {A[A 1 （ ）]+A[A 1 （  ）]} 

=A 1 {A[A 1 （ ）+A 1 （  ）]}=(A 1 A)[A 1 （ ）+A 1 （  ）] = A 1 （ ）+A 1 （  ） 

A 1 ( k )= A 1 [ k (A A 1 )( )] = A 1 { k A [A 1 ( )]} = (A 1 A )[ k A 1 ( )]}= k A 1 ( ) 

因此，逆变换 A 1 也是线性变换. 

五、线性变换的多项式 

既然线性变换的乘法满足结合律，当若干个线性变换 A 重复相乘时，其最终结果是完

全确定的，与乘法的结合方法无关.因此当 n个（n是正整数）线性变换 A 相乘时，就可以

用



个n

AAA 来表示，称为 A 的n次幂，简记为 A n .作为定义. 
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令 

A 0 =E. 

根据线性变换幂的定义，可以推出指数法则： 

A nm = A m A n ,(A m ) n = A m n )0,( nm  

当线性变换 A 可逆时，定义 A 的负整数幂为 

A n =(A 1 ) n ( n是正整数). 

值得注意的是，线性变换乘积的指数法则不成立，即一般说来 

(AB) n  A n B
n . 

设 

0

1

1)( axaxaxf m

m

m

m  

   

是 ][xP 中的一个多项式，A 是V 的一个线性变换，定义 

f (A)= ma A m + 1ma A 1m +…+ 0a E 

显然 f (A)是一线性变换，它称为线性变换 A 的多项式. 

不难验证，如果在 ][xP 中 

,)()()(,)()()( xgxfxpxgxfxh   

那么 

h (A)= f (A)+ g (A), p (A)= f (A) g (A). 

特别地， 

f (A) g (A)= g (A) f (A). 

即同一个线性变换的多项式的乘法是可交换的. 

例 1 在三维几何空间中，对于某一向量 的内射影  是一个线性变换. 在以 为法

向量的平面 x上的内射影 )(x . 对于平面 x 的反射ℛ x  

问题 1 求 )(x ，ℛ x ( ) 的计算公式？ 

问题 2 求 )(x ，ℛ x ( ) 是不是线性变换？ 
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 可以用下面的公式来表示： 







),(

),(
)(  . 

其中 ),(),,(  表示向量的内积. 

 在以 为法向量的平面 x 上的内射影 )(x  

)()(  x  

表示.因此 

 x ℰ-  .这里ℰ是恒等变换. 

 对于平面 x 的反射ℛ x 也是一个线性变换，它的像由公式 

ℛ )(2)(  x  

给出.因此 

ℛ x =ℰ-2  . 

设  , 是空间的两个向量.显然， 与  互相垂直的充要条件为 

  ℴ 

例 2 在线性空间 nP ][ 中，求微商是一个线性变换，用 D表示.显然有 

D n ℴ. 

其次，变换的平移 

Paaff  )()(   

也是一个线性变换，用ℐ a 表示.根据泰勒展开式 

)(
)!1(

)(
!2

)()()( )1(
12

 



 n

n

f
n

a
f

a
fafaf  , 

因之ℐ a 实质上是℄的多项式： 

ℐ a =ℰ+ a D+
!2

2a
D 2 +…+

)!1(

1





n

a n

D 1n . 

五、小结 
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1.线性变换的运算有哪些？他们还是线性变换吗？ 

2.线性变换的运算有哪些性质？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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7.3 线性变换的矩阵 

教学的时间：****年**月**日        教学学时数:4 学时 

一、教学目标 

1.掌握线性变换在某个基下的矩阵、矩阵相似的概念; 

2.掌握同一个线性变换在不同基下的矩阵的关系. 

二、教学重点 

1.线性线性变换在某个基下的矩阵的概念; 

2.同一个线性变换在不同基下的矩阵的关系. 

三、教学难点 

同一个线性变换在不同基下的矩阵的关系 

四、教学过程 

（一）、线性变换关于基的矩阵 

设V 是数域 P 上 n 维线性空间. n ,,, 21  V 的一组基，现在建立线性变换与矩阵关

系. 

空间V 中任意一个向量 可以被基 n ,,, 21  线性表出，即有关系式 

nnxxx   2211                        (1) 

其中系数是唯一确定的，它们就是 在这组基下的坐标.由于线性变换保持线性关系不

变，因而在 的像 A 与基的像 A 1 , A 2 ,…，A n 之间也必然有相同的关系： 

A =A（ nnxxx   2211 ） 

= 1x A( 1 )+ 2x A( 2 )+…+ nx A( n )                       (2) 

上式表明，如果知道了基 n ,,, 21  的像，那么线性空间中任意一个向量 的像也就

知道了，或者说 

1.设 n ,,, 21  是线性空间V 的一组基，如果线性变换A与ℬ在这组基上的作用相同，

即 A i =ℬ i ，   ,,,2,1 ni  那么 A=ℬ. 

结论 1 的意义就是，一个线性变换完全被它在一组基上的作用所决定.下面指出，基
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向量的像却完全可以是任意的，也就是 

2. 设 n ,,, 21  是线性空间V 的一组基，对于任意一组向量 n ,,, 21  一定有一个

线性变换 A 使 

A i = i     .,,2,1 ni   

这是因为 ,V  有
1 1 2 2 n nx x x       . 

令 V上的变换 1 1 2 2 n nA x x x       ，下证 A 是线性变换即可. 

定理 1 设 n ,,, 21  是线性空间V 的一组基， n ,,, 21  是V 中任意n个向量.存在

唯一的线性变换 A 使 

A i = i     .,,2,1 ni   

定义 2 设 n ,,, 21  是数域 P 上 n维线性空间V 的一组基，A 是V 中的一个线性变换.

基向量的像可以被基线性表出：



















.

,

,

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

aaaA

aaaA

aaaA















 

用矩阵表示就是 

A（ n ,,, 21  ）=（A( 1 )，A( 2 )，…，A( n )）= An ),,,( 21                       (5) 

其中























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

,矩阵 A称为线性变换 A 在基 n ,,, 21  下的矩阵. 

单位变换在任意一组基下的矩阵是单位矩阵，零变换在任意一个基下的矩阵是零矩阵. 

例 1  设 m ,,, 21  是 n )( mn  维线性空间V 的子空间W 的一组基，把它扩充为V 的

一组基 n ,,, 21  .指定线性变换 A 如下 









.,,1,0

,,,2,1,

nmiA

miA

i

ii








 

如此确定的线性变换 A 为子空间W 的一个投影.不难证明 

A 2 =A 
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投影 A 在基 n ,,, 21  下的矩阵是 





























0

0

1

1

1





 

这样，在取定一组基之后，就建立了由数域 P 上的 n维线性空间V 的线性变换到数域P 上

的 nn 矩阵的一个映射.前面结论 1说明这个映射是单射，结论 2 说明这个映射是满射.换

句话说，在这二者之间建立了一个双射.这个对应的重要性表现在它保持运算，即有 

定理 2 设 n ,,, 21  是数域 P 上 n维线性空间V 的一组基，在这组基下，每个线性变

换按公式（5）对应一个 nn 矩阵，这个对应具有以下性质： 

1）线性变换的和对应于矩阵的和； 

2）线性变换的乘积对应于矩阵的乘积； 

3）线性变换的数量乘积对应于矩阵的数量乘积； 

4）可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应于逆矩阵. 

定理 2 说明数域 P 上 n维线性空间V 的全体线性变换组成的集合 )(VL 对于线性变换

的加法与数量乘法构成 P 上一个线性空间，与数域 P 上 n级方阵构成的线性空间 nnP  同构. 

定理 3 设线性变换 A 在基 n ,,, 21  下的矩阵是 A，向量 在基 n ,,, 21  下的坐标

是 ),,,( 21 nxxx  ,则 A 在基 n ,,, 21  下的坐标 ),,,( 21 nyyy  可以按公式











































nn x

x

x

A

y

y

y


2

1

2

1

计

算. 

二、同一个线性变换在不同基下的矩阵的关系. 

线性变换的矩阵是与空间中一组基联系在一起的.一般说来，随着基的改变，同一个

线性变换就有不同的矩阵.为了利用矩阵来研究线性变换，有必要弄清楚线性变换的矩阵

是如何随着基的改变而改变的. 

定理 4 设线性空间V 中线性变换 A在两组基 
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                    n ,,, 21  ,                                  (6) 

                      n ,,, 21                                    (7) 

下的矩阵分别为 A和 B 从基（6）到（7）的过渡矩阵是 X ，于是 AXXB 1 . 

定理 4 告诉我们，同一个线性变换 A在不同基下的矩阵之间的关系. 

定义 3 设 A，B 为数域 P 上两个 n级方阵，如果可以找到数域P 上的 n级可逆方阵 X ，

使得 AXXB 1 ，就说 A相似于 B ，记作 BA ~ . 

相似是矩阵之间的一种关系，这种关系具有下面三个性质： 

1. 反身性： AA ~  

2. 对称性：如果 BA ~ ，那么 AB ~ . 

3. 传递性：如果 BA ~ , CB ~ ,那么 CA ~ . 

定理 5 线性变换在不同基下所对应的矩阵是相似的；反过来，如果两个矩阵相似，那

么它们可以看作同一个线性变换在两组基下所对应的矩阵. 

矩阵的相似对于运算有下面的性质. 

如果 XAXB 1

1

1

 , XAXB 2

1

2

 ，那么 XAAXBB )( 21

1

21   , XAAXBB )( 21

1

21

  

由此可知，如果 AXXB 1 ，且 )(xf 是数域P 上一多项式，那么 XAfXBf )()( 1  

利用矩阵相似的这个性质可以简化矩阵的计算. 

例 2 设V 是数域 P 上一个二维线性空间， 21 , 是一组基，线性变换 A 在 21 , 下的矩

阵是 











01

12
A 若 














21

11
),(),( 2121  .求（1）A 在V 的另一组基 21, 下的矩阵B ； 

（2）求 kB ；（3）求 kA . 

五、小结 

1. 回顾一下线性变换在某组基下的矩阵的概念、矩阵相似的概念； 

2. 同一个线性变换在不同基下的矩阵的关系. 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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7.4 特征值与特征向量 

教学的时间：****年**月**日        教学学时数:3 学时 

一、教学目标 

1.掌握矩阵的特征值、特征向量、特征多项式的概念和性质； 

2.会求线性变换的特征值和特征向量、会求矩阵的特征值和特征向量； 

3.掌握相似矩阵与它们的特征多项式的关系及哈密尔顿-凯莱定理. 

二、教学重点 

1.矩阵的特征值、特征向量、特征多项式的概念; 

2.矩阵的特征值和特征向量 

三、教学难点 

求矩阵的特征值和特征向量的方法 

四、教学过程 

一、线性变换的特征值和特征向量的定义 

定义 4 设 A 是数域 P 上线性空间V 的一个线性变换,如果对于数域P 中一数 0 ,存在

一个非零向量 ,使得 

                      A = 0                                 （1） 

那么 0 称为 A 的一个特征值,而 叫做 A 的属于特征值 0 的一个特征向量. 

例 1 求零变换和数乘变换的特征值和特征向量. 

二、线性变换的特征值和特征向量的几何意义 

几何意义：特征向量的方向经过线性变换后，保持在同一条直线上，这时或者方向不

变 )0( 0  或者方向相反 )0( 0  ,至于 )0( 0  时，特征向量就被线性变换变成 0. 

三、特征值与特征向量的求法 

设V 是数域P 上 n维线性空间， n ,,, 21  是它的一组基，线性变换 A 在这组基下的

矩阵是 A .设 0 是特征值，它的一个特征向量 在 n ,,, 21  下的坐标是 nxxx 00201 ,,,  ,则

A 的坐标是 
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



















nx

x

x

A

0

02

01


. 

0 的坐标是 





















nx

x

x

0

02

01

0 
  

因此（1）式相当于坐标之间的等式 

                             











































nn x

x

x

x

x

x

A

0

02

01

0

0

02

01


                       (2) 

或 

0)(

0

02

01

0 























nx

x

x

AE


  

这说明特征向量 的坐标 ),,,( 00201 nxxx  满足齐次方程组 



















,

,

,

02211

202222121

101212111

nnnnnn

nn

nn

xxaxaxa

xxaxaxa

xxaxaxa















 

即 



















,0)(

,0)(

,0)(

02211

22220121

12121110

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa















                 (3) 

由于 0 ,所以它的坐标 nxxx 00201 ,,,  不全为零，即齐次线性方程组有非零解.而齐次线

性方程组有非零解的充要条件是它的系数行列式为零，即 
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0

021

222021

112110

0 









nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AE

















. 

定义 5 设 A是数域P 上一个 n级矩阵,是一个文字. 矩阵 AE  的行列式 

.

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AE

























                  (4) 

叫做矩阵 A的特征多项式,这是数域 P 上的一个 n次多项式. 

上面的分析说明，如果 0 是线性变换 A 的特征值，那么 0 一定是矩阵 A的特征多项

式的一个根；反过来，如果 0 是矩阵 A的特征多项式在数域P 中的一个根，即 00  AE ，

那么齐次线性方程组   0E A X   就有非零解.这时，如果 ),,,( 00201 nxxx  是方程组（3）

的一个非零解，那么非零向量 

nnxxx  0202101    

满足（1），即 0 是线性变换 A 的一个特征值， 就是属于特征值 0 的一个特征向量. 

因此确定一个线性变换 A 的一个特征值与特征向量的方法可以分成以下几步： 

1.在线性空间V 中取一组基 n ,,, 21  ，写出 A 在这组基下的矩阵 A； 

2.求出 A的特征多项式 E A  在数域 P 中全部的根，它们也就是线性变换 A 的全部

特征值； 

3.把所求得的特征值逐个地代入方程组   0iE A X   ，对于每一个特征值，解方程

组   0iE A X   ，求出一组基础解系，它们就是属于特征值 i 的几个线性无关的特征向

量在基 n ,,, 21  下的坐标，这样，也就求出了属于每个特征值的全部线性无关的特征向

量. 

矩阵 A的特征多项式的根有时也称为 A的特征值，而相应的线性方程组（3）的解也

就称为 A的属于这个特征值的特征向量. 
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例 2 （1）设 是 R2上的一个线性变换,对于 1 2

2

x
R

x

 
  
 

，有 1 1 2

2 1 2

2

2 3

x x x

x x x


   
   

   
.求 的

特征值与特征向量. 

（2）设线性变换 A 在基 321 ,,  下的矩阵是


















122

212

221

A ,求 A 的特征值与特征向量. 

例 3 在空间 nxP ][ 中，线性变换 

D )()( xfxf   

在基
)!1(

,,
!2

,,1
12





n

xx
x

n

 下的矩阵是 

























0000

1000

0100

0010











D  

D的特征多项式是 

nDE 







 



















000

1000

010

001

. 

因此，D的特征值只有 0.通过解相应的齐次线性方程组知道，属于特征值 0的线性无关

的特征向量组只能是任一非零常数.这表明微商为零的多项式只能是零或非零的常数. 

例 4 平面上全体向量构成实数域上一个二维线性空间，§1 例 1 中旋转 ℱ  在直角坐

标系下的矩阵为 








 





cossin

sincos
 

它的特征多项式为 

1cos2
cossin

sincos
2 









 

当  k 时，这个多项式没有实根.因之，当  k 时，ℱ  没有特征值.从几何上看，
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这个结论是明显的. 

四、特征值与特征向量的性质 

问题 1 特征向量是不是被特征值所唯一决定的？ 

问题 2 特征值是不是被特征向量所唯一决定的？ 

问题 3 数域 P 上的线性空间 V 上的线性变换 A 的属于特征值 0 的特征向量和零向量

作成的集合是不是 V的子空间？ 

1.特征子空间 

如果 是线性变换 A 的属于特征值 0 的特征向量，那么 的任何一个非零倍数 k 也是

A 的属于特征值 0 的特征向量.这说明特征向量不是被特征值所唯一决定的.相反，特征值

却是被特征向量所唯一决定的，这是因为，如果特征向量 是同时属于特征值 1 2,  ，那么

A = 1  ，且 A = 2  ，于是 1  = 2  ，从而（ 1 - 2 ） = 0，因此 1 = 2 . 

对于线性变换 A 的任一个特征值 0 ，全部适合条件 

A  0  

的向量 所成的集合，也就是 A 的属于 0 的全部特征向量再添上零向量所成的集合，是

V 的一个子空间，称为 A 的一个特征子空间，记为
0

V . 

用集合记号可写为  
0 0| ,V A V        . 

显然，
0

V 的维数就是属于 0 的线性无关的特征向量的最大个数. 

问题 4 同一个线性变换关于不同基下的矩阵多项式的关系如何？ 

2.同一个线性变换关于不同基下的矩阵多项式的关系 

特征值自然是被线性变换所决定的.但是在有限维空间中，任取一组基后，特征值就

是线性变换在这组基下矩阵的特征多项式的根.随着基的不同，线性变换的矩阵一般是不

同的.下面研究同一个线性变换关于不同基下的矩阵多项式的关系如何？ 

设线性空间V 中线性变换 A 在两组基 n ,,, 21  , n ,,, 21  下的矩阵分别为 A和B

从基前一组基到后一组基的过渡矩阵是 X ，于是 AXXB 1 . 

E B  = 1E X AX  = 1 1X EX X AX   = 1( )X E A X  = 1X E A X  = E A   
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定理 6 相似矩阵有相同的特征多项式.(同一个线性变换关于不同基下的矩阵多项式

相等) 

定理 6说明，线性变换的矩阵的特征多项式与基的选取无关，它直接被线性变换所决

定的.因此，以后就可以说线性变换的特征多项式了. 

既然相似的矩阵有相同的特征多项式，当然特征多项式的各项系数对于相似的矩阵来

说都是相同的.考虑特征多项式的常数项，得到相似矩阵有相同的行列式.因此，以后就可

以说线性变换的行列式. 

问题 5 相似矩阵有相同的特征多项式，反之是否成立？ 

定理 6的逆是不对的，特征多项式相同的矩阵不一定是相似的.例如 




















10

11
,

10

01
BA  

它们的特征多项式都是 2( 1)  ，但 A和B 不相似，因为和 A相似的矩阵只能是 A本身. 

问题 6 特征多项式具有哪些性质？ 

3.特征多项式的性质 

在线性变换的研究中，矩阵的特征多项式是重要的.下面先来看一下它的系数.在 

.

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AE

























 

的展开式中，有一项是主对角线上元素的连乘积 

)())(( 2211 nnaaa     

展开式中的其余项，至多包含 2n 个主对角线上的元素，它对的次数最多是 2n .因

此特征多项式中含的 n次与 1n 次的项只能在主对角线上元素的连乘积中出现，它们是 

1

2211 )(  n

nn

n aaa   . 

在特征多项式中令 0 ，即得常数项 AA n)1( . 

因此，如果只写特征多项式的前两项与常数项，就有 

AaaaAE nn

nn

n )1()( 1

2211     .             (5) 

若 1 2( )( ) ( )nE A           ，则由根与系数的关系可知，A的全体特征值的和
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为 1 2 11 22n nna a a         （称为 A的迹）.而的 A全体特征值的积
1 2 n A    . 

设 A是数域P 上一个 nn 矩阵， AEf  )( 是 A的特征多项式，问： ( )f A ？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

哈密顿-凯莱(Hamilton-Caylay)定理 设 A是数域P 上一个 nn 矩阵， AEf  )(

是 A的特征多项式，则 

0)1()()( 1

2211   EAAaaaAAf nn

nn

n   

推论 设 A 是有限维空间V 的线性变换， )(f 是 A 的特征多项式，那么 f (A)=ℴ. 
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五、小结 

1.请同学叙述特征值和特征向量的概念； 

2.如何求线性变换的特征值和特征向量？ 

3.同一个线性变换关于不同基下的特征值相同与否？ 

4.叙述特征子空间的定义和特征多项式具有的性质？ 

5.叙述 Hamilton-Caylay)定理及其推论. 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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7.5 对角矩阵 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.了解线性变换可对角化、矩阵可对角化的概念. 

2.掌握线性变换在某一组基下的矩阵为对角矩阵的充要条件. 

2.熟练掌握线性变换在某一个基下的矩阵为对角矩阵以及相应的矩阵对角化的方法. 

二、教学重点 

线性变换在某一组基下的矩阵为对角矩阵的充要条件以及矩阵对角化的方法. 

三、教学难点 

线性变换在某一组基下的矩阵是对角矩阵的判断与计算. 

四、教学过程 

（一）引入 

在 7.3 节中，我们学过：在 L(v)与 nnP  建立了一个同构映射，即 V上的线性变换 A 关

于某组基下的矩阵为 A,若线性变换 A 关于另一组基下的矩阵为 B，则 AXXB 1 . 

问：此时矩阵 A、B 它们有那些相同的性质？从秩、行列式、行/列向量的线性相关性、

特征多项式、特征值等来考虑。 

说明相似矩阵具有那么多相同的性质特征，在相似矩阵中选取一类矩阵使得它比较简

单，且能具备刚才的性质特征。 

问：零矩阵、单位矩阵可以吗？零矩阵、单位矩阵与哪些矩阵相似？我们发现他们只

能与自己相似，所以我们选取的矩阵不可以选我们认为最简单的零矩阵、单位矩阵。接下

来我们就可以考虑比这两个矩阵稍微复杂一点的矩阵——对角矩阵。我们暂时认为对角矩

阵选取对角矩阵的是比较简单合适。 

（二）可对角化的充要条件 

问题 1 线性变换在一组基下的矩阵是对角矩阵的充要条件？ 

设线性变换 A 在基 n ,,, 21  下的矩阵为对角矩阵 1 2( , , , )nA diag    . 

于是有 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )n n nA diag         ,即 ),,2,1()( niA iii   , 

也就是 n ,,, 21  是线性变换 A 的 n 个线性无关的特征向量. 
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反过来，线性变换 A 的 n 个线性无关的特征向量 n ,,, 21  ，那么线性变换 A 在基

n ,,, 21  下的矩阵是不是对角矩阵？ 

定理 7 设 A 是 n维线性空间V 的一个线性变换，线性变换 A 的矩阵可以在某一基下为

对角矩阵的充要条件 A 有 n个线性无关的特征向量. 

例 1 设线性变换 A 在基 321 ,,  下的矩阵是


















122

212

221

A ,由上节课的例 2 的第 2 小

题（课本 p293）得：线性变换 A 的特征值-1 对应的特征向量 1 2

,

1 0

0 1

1 1

 

   
   

    
       

，特征值

5 对应的特征向量 3

1

1

1



 
 

  
 
 

. 

问：(1) 1 2 3, ,   是不是线性无关？他们能否做成 R3的一组基？ 

(2)求线性变换 A 在基 1 2 3, ,   下的矩阵. 

(3)属于不同特征值的特征向量 3 1,  的线性相关性？ 3 2,  的线性相关性？ 

问题 2 属于不同特征值的特征向量是不是线性无关的？ 

特征值的个数是自然数个，考虑利用数学归纳法来证明. 

当 k=1 时，由于特征向量是非零向量，因此，线性无关. 

假设命题对于 k个不同的特征值时，相对应的特征向量线性无关，下证对于 k+1 个不

同的特征值时，相对应的特征向量线性无关即可. 

定理 8 属于不同特征值的特征向量是线性无关的. 

例 2 设线性变换 A 在基 321 ,,  下的矩阵是

1 4 2

0 3 4

0 4 3

A

 
 

  
 
 

，容易得线性变换 A 的特

征值-5,1,5，相应的特征向量为：
1 2 3

1 1 2

2 , 0 , 1 .

1 0 2

  

     
     

        
     
     

(课本 p320 习题 22 改编) 

(1) 1 2 3, ,   是不是线性无关？他们能否做成 R3的一组基？ 
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(2)求线性变换 A 在基 1 2 3, ,   下的矩阵. 

问题 3 若线性空间的维数与线性变换的不同的特征值的个数相同，则该线性变换在某

个基下的矩阵一定是对角形吗？ 

推论 1 如果在 n维线性空间V 中，线性变换 A 的特征多项式在数域P 中有n个不同的

根，即 A 有 n个不同的特征值，那么 A 在某组基下的矩阵是对角形的. 

例如，例 2知：线性变换 A 在基 321 ,,  下的矩阵是

1 4 2

0 3 4

0 4 3

A

 
 

  
 
 

，线性变换 A 的

特征值-5,1,5.由推论 1 知：线性变换 A 在基 1 2 3, ,   下的矩阵是对角矩阵. 

推论 2 在复数上的线性空间中，如果线性变换 A 的特征多项式没有重根，那么 A 在

某组基下的矩阵是对角形的. 

在一个线性变换没有 n个不同的特征值的情形，要判断这个线性变换的矩阵能不能成

为对角形，问题就要复杂些. 

问题 4 若维线性空间的维数与线性变换的不同的特征值的个数不一定相同，则该线性

变换属于不同特征值的线性无关的特征向量作成的向量组是否线性无关？ 

定理 9 如果 k ,,1  是线性变换 A 的不同的特征值，而
iiri  ,,1  是属于特征值 i 的

线性无关的特征向量， ki ,,2,1  ,那么向量组
kkrkir  ,,,,,, 111 1

 也线性无关. 

根据这个定理，对于一个线性变换，求出属于每个特征值的线性无关的特征向量，把

它们合在一起还是线性无关的.如果属于每个特征值的线性无关的特征向量总的个数等于

空间的维数 n，那么这个线性变换在刚才这 n 个线性无关的特征向量作为线性空间 v 的基

下的矩阵是对角矩阵；如果线性无关的特征向量的个数少于空间的维数，那么这个线性变

换在任何一组基下的矩阵都不能是对角形.换句话说，设 A 全部不同的特征值是 r ,,1  ，

于是A在某一组基下的矩阵成对角形的充要条件是A的特征子空间
r

VV  ,,
1
 的维数之和等

于线性空间的维数. 

应该看到，当线性变换 A 在一组基下的矩阵 A是对角形时：























n

A















000

000

000

2

1
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A 的特征多项式就是 )())(( 21 nAE     

因此，如果线性变换 A 在一组基下的矩阵是对角形，那么主对角线上的元素除排列次

序外是确定的，它们正好是 A 的特征多项式全部的根（重根按重数计算）. 

根据§7.3 定理 5，一个线性变换的矩阵能不能在某一组基下是对角形的问题就相当

于一个矩阵是不是相似于一个对角矩阵的问题. 

例 3 设线性变换 A 在基 321 ,,  下的矩阵是

2 1 1

0 2 0

4 1 3

A

 
 

  
  

. 

求 (1)线性变换 A 的 3 个线性无关的特征向量 .,, 321   

(2)线性变换 A 在基 .,, 321  下的矩阵为对角矩阵 B. 

(3)由 321 ,,  到 .,, 321  的过渡矩阵 X,求 AXX 1 . 

(4)求 kB ， kA . 

五、小结 

1. A 是 n 维线性空间 V 的一个线性变换，A 在某个基下的矩阵是对角矩阵的充要条件？ 

2. 一个线性变换不同特征值的特征向量是线性相关还是线性无关？ 

3. 一个线性变换不同特征值的线性无关的特征向量作成的向量组是线性相关性？ 

4. 如何求一个线性变换在某个基下的对角矩阵? 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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7.6 线性变换的值域和核 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.掌握线性变换的值域、核、秩、零度等概念及其相关的性质； 

2.掌握线性变换的值域与基像组所生成的子空间的关系； 

3.能利用线性变换的值域的一组基的原像和与其核的基找线性空间的基； 

4.理解线性变换的秩和零度间的关系与线性空间的维数的关系； 

5.了解有限维线性空间上的线性变换是单射的充要条件。 

二、 教学重点 

1.线性变换的值域、核、秩、零度等概念及其相关的性质； 

2.线性变换的值域与基像组所生成的子空间的关系； 

3.利用线性变换的值域的一组基的原像与其核的基找线性空间的基. 

三、教学难点 

线性变换的值域与基像组所生成的子空间的关系； 

利用线性变换的值域的一组基的原像与其核的基找线性空间的基. 

四、教学过程 

（一）定义 

定义 6 设 A 是线性空间V 的一个线性变换，A 的全体像组成的集合称为 A 的值域，用

AV 表示.所有被 A 变成零向量的向量组成的集合称为 A 的核，用 A )0(1 表示. 

若用集合的记号则 AV = VA  |)( ,A )0(1 =   VA   ,0|  

（二）值域与核的性质 

问题 1 线性变换的值域与核都是不是V 的子空间？      Yes 

AV 的维数称为 A 的秩，A )0(1 的维数称为 A 的零度. 

例 1 设线性空间 nxPV ][ 中，令 D )())(( xfxf  .求 D 的值域DV 和核  01D . 

(D 的值域就是 1][ nxP ，D 的核就是子空间 P .) 

问题 2 微商变换 D 的值域能否看作是线性空间基像生成的子空间？是不是任意的线
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性空间上线性变换的值域看作是基像生成的子空间？ 

（三）线性变换值域的结构 

定理 10 设 A 是 n维线性空间V 的线性变换， n ,,, 21  是V 的一组基，在这组基下 A

的矩阵是 A，则 

1） A 的值域 AV 是由基像组生成的子空间，即 

AV =L(A 1, A 2 , , A n ) 

2） A 的秩= A的秩. 

定理 10 说明线性变换与线性变换的矩阵之间的对应关系保持秩不变. 

例 2 设V 是数域 P 上的 n 维的线性空间，求单位变换和零变换的值域和核，以及这两

个线性变换的秩和零度. 

问题 3 微商变换 D 的值域的一组基的原像与其核的基能否作成线性空间 V 的一组

基？是不是所有的线性空间上的线性变换都具有这样的性质？ 

（四）线性变换的秩、零度与空间维数的关系 

定理 11 设 A 是 n维线性空间V 的线性变换，则 AV 的一组基的原像及 A )0(1 的一组

基合起来就是V 的一组基.于是 

A 的秩+A 的零度= n  

证明 要证 AV 的一组基的原像及 A )0(1 的一组基合起来作成线性空间 V 的一组基，

只需证明这组向量组一是线性无关，二是线性空间 V 中的每一个向量都可以由这组向量组

线性表示即可. 

例 1 中，虽然微商变换的值域 AV 与核 A )0(1 的维数之和为 n，但 AV +A )0(1 并不一

定是整个空间. 

推论 对于有限维线性空间的线性变换，它是单射的充要条件是它是满射. 

(其证明留着下去思考) 

例 3 设 A是一个 nn 矩阵, AA 2 .证明: A相似于一个对角矩阵 (1,1, 1,0,0, ,0)diag . 

证明  设矩阵 A是 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 关于基 n ,,, 21  的矩阵. 
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也就是 A（ n ,,, 21  ）=（A( 1 )，A( 2 )，…，A( n )）= An ),,,( 21   . 

(要证明矩阵 A与 B 相似，只需要证明线性变换 A 关于某个基下的矩阵是 B 即可.) 

设 r ,,, 21  是 AV 的一组基，其原像分别为 r ,,, 21  ，即 A   ),,1(, riii  . 

两端作线性变换得 A  2

i A   , ( 1, , )i i r  . 

因为 AA 2 ，所以 A 2 =A 从而有 A  2

i A  i i  A   , ( 1, , )i i r  .这表明 r ,,, 21 

是 AV 的一组基的原像. 

设线性变换 A 的核一组基为 nrr  ,,, 21  ,即 A   0i ， .,,1 nri   

（下证线性变换 A 关于基 r ,,, 21  , nrr  ,,, 21  的矩阵就是 B ） 

由定理 11 知： r ,,, 21  , nrr  ,,, 21  是 V 的一组基. 

   0,,0,,,,,,,,,, 21121  rnrrA  

 

































 

0

0

0

1

1

1

,,,,,, 121





 nrr   

线性变换 A 关于基 r ,,, 21  , nrr  ,,, 21  的矩阵就是 B .所以矩阵 A与 B 相似. 

五、小结和思考 

1.线性变换的值域、核、秩、零度等概念及其相关的性质； 

2.请叙述定理 10、定理 11 以及定理 11 的推论的内容并解释这 2 个定理和推理解决了哪些

问题？ 

3.思考：线性变换的值域与核在该线性变换下得到的结果是不是在该线性变换的值域与核

中？除此之外还有没有子空间满足这样性质.(留着问题下去思考) 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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7.7 不变子空间 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.理解不变子空间的定义,会判定一个子空间是否是不变子空间； 

2.理解不变子空间与线性变换矩阵化简之间的关系； 

3.掌握将线性空间 V按特征值分解成不变子空间的直和表达式. 

二、 教学重点 

1.不变子空间的定义； 

2.不变子空间与线性变换矩阵化简之间的关系; 

3.线性空间 V按特征值分解成不变子空间的直和表达式. 

三、教学难点 

1.不变子空间的定义及其判断; 

2.不变子空间与线性变换矩阵化简之间的关系. 

四、教学过程 

对于给定的 n维线性空间V ,A∈ )(VL ,如何才能选到V 的一个基,使 A 关于这个基的

矩阵具有尽可能简单的形式.由于一个线性变换关于不同基的矩阵是相似的.因而问题也

可以这样提出:在一切彼此相似的 n 阶矩阵中,如何选出一个形式尽可能简单的矩阵.这一

节介绍不变子空间的概念，来说明线性变换的矩阵的化简与线性变换的内在联系. 

（一）不变子空间的定义 

定义 7 设 A 是数域P 上线性空间V 的线性变换,W 是V 的一个子空间.若W 中的向量

在 A 下的像仍在W 中，换句话说,对于W 中任一向量 ，有 A W)( ，就称W 是 A 的不变

子空间，简称 A-子空间. 

（二）不变子空间的例子 

例 1 整个空间V 和零子空间 0 ，对于每个线性变换 A，都是 A-子空间. 

例 2 A 的值域 AV与核 A )0(1 都是 A-子空间. 

例 3 若线性变换 A 与 B 是可交换的，则 B 的核 B )0(1 与值域 BV 都是 A-子空间. 
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由例 3 知： f (A)的值域与核都是 A-子空间，这是因为线性变换 A 的多项式 f (A)与线

性变换 A 可交换的. 

例 4 任何一个子空间都是数乘变换的不变子空间. 

（三）属于特征值 0 的一个特征子空间与一维不变子空间之间的联系 

设W 是一维 A-子空间， 是W 中任何一个非零向量，它构成W 的基.按 A-子空间的

定义，A W ,它必是 的一个倍数: 

A    0 . 

这说明 是 A 的特征向量，而W 即是由 生成的一维 A-子空间. 

反过来，设 是 A 属于特征值 0 的一个特征向量，则 以及它任一倍数在 A 下的像是

原像的 0 倍，仍旧是 的一个倍数.这说明 的倍数构成一个一维 A-子空间. 

问题：1.A 的属于特征值 0 的一个特征子空间
0

V 是不是 A 的一不变子空间？ 

2.A-子空间的和与交是不是 A-子空间？ 

（四）不变子空间上的线性变换与整个线性空间上的变换的区别与联系 

设 A 是线性空间V 的线性变换,W 是 A 的不变子空间.由于W 中向量在 A 下的像仍在

W 中，这就使得有可能不必在整个空间V 中来考虑 A，而只在不变子空间W 中考虑 A，即

把 A 看成是W 的一个线性变换，称为 A 在不变子空间W 上引起的变换.为了区别起见，用

符号 A|W 来表示它；但是在很多情况下，仍然用 A 来表示而不致引起混淆. 

必须在概念上弄清楚 A 与 A|W 的异同：A 是V 的线性变换,V 中每个向量在 A 下都有

确定的像；A|W 是不变子空间W 上的线性变换，对于W 中任一向量 ，有 

(A|W ) =A . 

但是对于V 中不属于W 的向量来说，（A|W ）是没有意义的. 

例如，任一线性变换在它的核上引起的变换就是零变换，而在特征子空间
0

V 上引起的

变换是数乘变换 0 . 
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（五）子空间为 A-子空间的条件 

如果线性空间V 的子空间W 是由向量组 s ,,, 21  生成的，即 ),,,( 21 sLW   ，

则W 是 A-子空间的充要条件为 A 1 ,A 2 ,…,A s 全属于W . 

（六）讨论不变子空间与线性变换矩阵化简之间的关系 

1）设 A 是 n 维线性空间V 的线性变换，W 是V 的 A-子空间.在W 中取一组基

k ,,, 21  ,并且把它扩充成V 的一组基 

nkk  ,,,,,, 121   .                        (1) 

那么，A 在这组基下的矩阵就具有下列形状 













































2

31

1,

,11,1

1,1

11,1111

00

00 AO

AA

aa

aa

aaaa

aaaa

nnkn

nkkk

knkkkkk

nkk













.              (2) 

并且左上角的 k 级矩阵 1A 就是 A|W 在的基 k ,,, 21  下的矩阵. 

反之，若 A 在基(1)下的矩阵是（2），则由 k ,,, 21  生成的子空间 W 是线性变换 A 的

不变子空间. 

2) 设V 分解成若干个 A-子空间的直和： 

sWWWV  21 . 

在每一个 A-子空间 iW 中取基 

),,2,1(,,, 21 si
iinii                          (3) 

并把它们合并起来成为V 的一组基 I .则在这组基下，A 的矩阵具有准对角形状 





















sA

A

A


2

1

                       (4) 
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其中 ),,2,1( siAi  就是 A|W 在基(3)下的矩阵. 

反之，如果线性变换 A 在基 I 下的矩阵是准对角形（4），则由（3）生成的子空间 iW 是

A-子空间. 

由此可知，矩阵分解为准对角形与空间分解为不变子空间的直和是相当的. 

（七）线性空间的分解 

下面应用哈密尔顿-凯莱定理将空间V 按特征值分解成不变子空间的直和. 

定理 12 设线性变换 A的特征多项式为 )(f ，它可分解成一次因式的乘积 

sr

s

rr
f )()()()( 21

21     

则V 可分解成不变子空间的直和 

sVVVV  21  

其中 

 VAV ir

ii   ,0)(| . 

称 iV 为线性变换 A 的属于特征值 i 的根子空间. 

（定理 12 只对内容有一定的了解，不作证明的要求） 

五、小结 

1.请叙述不变子空间的定义； 

2.特征向量与一维不变子空间的关系？； 

3.A 在不变子空间上引起的变换与整个空间的线性变换的关系？ 

4.子空间为 A -子空间的充要条件？ 

5.不变子空间与矩阵化简之间的关系？ 

六、作业（习题册）274,277 

七、教学反思
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§7.8 若尔当(Jordan)标准形介绍 

教学的时间：****年**月**日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.了解若尔当块、若尔当形矩阵、线性变换和矩阵的若尔当标准形的概念； 

2.会求线性变换与矩阵的若尔当标准形. 

三、 教学重点 

1.若尔当块、若尔当形矩阵、线性变换和矩阵的若尔当标准形的概念； 

2.求线性变换与矩阵的若尔当标准形. 

三、教学难点 

求线性变换与矩阵的若尔当标准形. 

四、教学过程 

由前面的讨论可知，并不是对于每一个线性变换都有一组基，使它在这组基下的矩阵

成为对角形.下面先介绍一下，在适当选择的基下，一般的一个线性变换能化简成什么形状. 

定义 8 形式为 

tt

tJ





































1000

0100

0001

0000

),(











 

的矩阵称为若尔当(Jordan)块，其中是复数.由若干个若尔当块组成的准对角矩阵称为若

尔当形矩阵，其一般形状如 





















sA

A

A


2

1

                        (1) 

其中 

ii kki

i

i

i

iA



































1

1

1

 , 
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并且 s ,,, 21  中有一些可以相等. 

例如 














































i

i

1

0
,

0100

0010

0001

0000

,

210

021

002

 

都是若尔当块，而 



























410000

041000

004000

000400

000011

000001

 

是一个若尔当形矩阵. 

一级若尔当块就是一级矩阵，因此若尔当形矩阵中包括对角矩阵. 

在一个线性变换的若尔当标准形中，主对角线上的元素正是特征多项式的全部的根

（重根按重数计算）. 

定理 13 设 A 是复数域上 n 维线性空间V 的一个线性变换，则在V 中必定存在一组基，

使 A 在这组基下的矩阵是若尔当形矩阵.而且这个若尔当形矩阵除去其中的若尔当块的排

列顺序外，由线性变换 A 唯一决定，它称为线性变换 A 的矩阵的若尔当标准形. 

推论 每个 n级复矩阵 A一定与一个若尔当形矩阵相似.且这个若尔当形矩阵除去其中

的若尔当块的排列顺序外，由矩阵 A唯一决定，它称为矩阵 A的若尔当标准形. 

例 求矩阵
























211

367

233

A 的若尔当标准形. 

解   )1()2(485 223   AEf . 

对于特征值 1 它是单根，因而它在矩阵A的若尔当标准形的主对角线上只出现一次. 

对于特征值 2 它是 2 重根，先计算矩阵
























011

347

235

2 AE 的秩. 
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由


























































000

110

011

220

330

011

011

347

235

2 AE 知： 2)2(  AER .从而主对角线

元素为 2 的若尔当块的总数为 n-R(2E-A)=1.(主对角线上的元素等于 2，共有 2 个 2，这样

的若尔当块). 

综上述得，A 的若尔当标准形为
















210

020

001

. 

五、小结 

1. 叙述若尔当块、若尔当形矩阵、线性变换和矩阵的若尔当标准形的概念以及定理 13 及

其推论； 

2.如何求线性变换与矩阵的若尔当标准形. 

六、作业 

七、教学反思
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§7.9 最小多项式 

教学的时间：****年**月**日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.了解最小多项式的概念及其性质； 

2.掌握一个矩阵相似于一个对角阵与它的最小多项式的关系. 

四、 教学重点 

1. 最小多项式的概念及其性质； 

2. 矩阵相似于一个对角阵与它的最小多项式的关系 

三、教学难点 

矩阵相似于一个对角阵与它的最小多项式的关系 

四、教学过程 

根据哈密尔顿—凯莱定理，任给数域 P 上一个n级矩阵 A，总可以找到数域 P 上一个

多项式 )(xf ，使 0)( Af .如果多项式 )(xf 使 0)( Af ，就称 )(xf 以 A为根.当然，以为 A

根的多项式是很多的，其中次数最低的首项系数为 1 的以 A为根的多项式称为 A的最小多

项式.这一节讨论应用最小多项式来判断一个矩阵能否对角化的问题. 

引理 1 矩阵 A的最小多项式是唯一的. 

引理 2 设 )(xg 是矩阵 A的最小多项式，那么 )(xf 以 A为根的充要条件是 )(xg 整除

)(xf . 

由此可知，矩阵 A的最小多项式是 A的特征多项式的一个因式. 

例 1 数量矩阵 kE的最小多项式为 kx  ，特别地，单位矩阵的最小多项式为 1x ，零

矩阵的最小多项式为 x .另一方面，若 A的最小多项式是 1 次多项式，则 A一定是数量矩阵. 

例 2 设 



















1

1

11

A  

求 A的最小多项式. 
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例 3 设













































2

2

1

11

,

2

1

1

11

BA . A 与 B 的 最 小 多 项 式 都 等 于

)2()1( 2  xx ，但是它们的特征多项式不同，因此 A和B 不是相似的. 

引理 3 设 A是一个准对角矩阵 











2

1

A

A
A , 

并设 1A 的最小多项式为 )(1 xg ， 2A 的最小多项式为 )(2 xg ,那么 A 的最小多项式为

)(1 xg , )(2 xg 的最小公倍式 )](),([ 21 xgxg . 

这个结论可以推广到 A为若干个矩阵组成的准对角矩阵的情形.即：如果 























sA

A

A

A


2

1

, 

iA 的最小多项式为 sixgi ,,2,1,)(  ，那么 A的最小多项式为 )](,),(),([ 21 xgxgxg s  

引理 4 k 级若尔当块 























a

a

a

J

1

1


 

的最小多项式为 kax )(  . 

定理 15 数域 P 上 n级矩阵 A与对角矩阵相似的充要条件为 A的最小多项式是P 上互

素的一次因式的乘积. 

推论 复数矩阵 A与对角矩阵相似的充要条件是 A的最小多项式没有重根. 

五、小结 

1.叙述最小多项式的概念及其性质以及定理 14 

六、作业 

七、教学反思 


