
主要内容 

齐次线性方程组解的结构 

非齐次线性方程组解的结构 

第六节    线性方程组解的结构 

3元线性方程组的解及其几何意义 



一、齐次线性方程组解的结构 
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设有齐次线性方程组 

它的解是一个 n 维向量，称之为解向量， 

由它的所有解构成的集合，称之为解集. 



(1)齐次线性方程组AX=0 解的和，会不会是该方程组的解？ 

(2)齐次线性方程组AX=0 解的k倍，是该方程组的解？ 

问： 



1.  解的性质 

性质 1    齐次线性方程组两个解的和还是方程组的解. 

证明 设 ( k1 , k2 , … , kn ) 与 ( l1 , l2 , … , ln )  

是方程组 (1) 的两个解，则有 

1 1 2 2 n+ + + 0 ( 1,2, , ) ,i i i na k a k a k i s 

1 1 2 2 n+ + + 0 ( 1,2, , ) .i i i na l a l a l i s 

把以上两组等式对应相加得 

1 1 1 2 2 2 n+ ( + )+ + ( + ) 0i i i n na k l a k l a k l （ ）

1,2, , .i s 这说明(1) 的两个解确实是方程组(1)的解. 



性质 2    齐次线性方程组一个解的倍数还是方程组的解. 

证明 设 ( k1 , k2 , … , kn ) 是方程组 (1) 的一个解， 

c 为一常数，因为 
1 1 2 2( )+ ( )+ + ( )i i in na ck a ck a ck

00  c .),,2,1( si 

所以 ( ck1 , ck2 , … , ckn ) 是方程组 (1) 的解. 

1 1 2 2= ( + + + )i i in nc a k a k a k



例 1    已知向量X1 =（2,0,-1,0,-3），X2 =（1，-1,0,0,0） 
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（1）判断它们是不是下列方程组的解？ 

（2）它们的和以及2019 X1是不是这个方程组的解？ 



2.  解的性质的几何意义 

 3 元齐次线性方程组中的每个方程表示一过原点的平面. 

于是方程组的解，也就是这些平面的交，如果不只是原 

的话，就是一条过原点的直线或一个过原点的平面. 

以原点为起点而终点在这样的直线或平面上的向量具有 

上述性质. 



3.  解的结构问题的提出 

对于齐次线性方程组，由它的两个性质即得， 

解的线性组合还是方程组的解. 这个性质说明了， 

如果找到了齐次线性方程组的几个解，那么这些解 

的所有可能的线性组合就给出了很多的解. 

问：齐次线性方程组的全部解是否能够通过它的有限 

的几个解的线性组合表示出来？ 



4.  基础解系的定义 

定义 17    齐次线性方程组 (1) 的一组解 1 , 2 , … , t  

称为 (1) 的一个基础解系，如果 

1)  (1) 的任一解都能表成 1 , 2 , … , t 的线性组合； 

2) 1 , 2 , … , t 线性无关. 

问：1.哪种情况下齐次线性方程组有基础解系？ 

2.若存在，则如何求齐次线性方程组的基础解系？ 



例 2    已知向量X1 =（-1,1,0,0,0），X2 =（2,0,-1,0,-3）， 

X2 =（1,0,0,-1,-2）， 
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判断它们是不是方程组的一个基础解系？ 

提示：原方程同解于 1 2 3 4
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设有齐次线性方程组 

5.  基础解系的存在性与求法 

的系数矩阵的秩为r.  方程组（1）表示为AX=0. 

1.当r = n 时，因为齐次线性方程组AX=0 只有零解， 

所以此时该方程组没有基础解系. 
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初等行变换 

2. 当         时， r n

齐次线性方程组        同解于 0XA
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即

其中 
nrr xxx ,,, 21  是自由未知量，共有 n-r 个. 
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方程组A X =0的所有解为 
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令 得
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依次记这n-r 个解为 



rn ,,, 21 (1) 是齐次线性方程组的线性无关的解

. 

,2211 rnrnkkkX   （2）该方程组的所有解 

齐次线性方程组 AX =0 的解可由 rn ,,, 21 

线性表示. 

是齐次线性方程组 AX =0 的基础解系. rn ,,, 21 



任何一个线性无关的与某一个基础解系等价 

的向量组都是基础解系. 

定理 8    在齐次线性方程组有非零解的情形下, 

它有基础解系，并且基础解系所含解的个数等于  

n - r ，这里 r 表示系数矩阵的秩. 



解： 对系数矩阵施行如下的初等行变换： 

例3 求方程组                                            的一个基础解系，

并用基础解系表示其所有的解. 
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交换第2,5列 

r2*1+r1 
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所以原方程组同解于 
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原方程组同解于 1 2 3 4
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1 2 3
, , .  依次记为这3个解为                         它们就是该方程组 

的一个基础解系,该方程组的 所有解表示为：               

1 1 2 2 3 3
X= .k k k   



解： 对系数矩阵施行如下的初等行变换： 

例4 求方程组                                    的一个基础解系，并

用基础解系表示其所有的解. 
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原方程组同解于 
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二、非齐次线性方程组解的结构 

1.  非齐次线性方程组与其导出组 
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设有非齐次线性方程组 

若令 b1 = b2 = … = bs =0，就得到齐次方程组 (1). 

方程组 (1) 称为方程组 (9) 的导出组. 



2.  非齐次线性方程组的解 

与其导出组的解之间的关系 

问：1)  线性方程组 (9) 的两个解的和、差是不是该方

程组的解？若不是，考虑线性方程组 (9) 两个解的差会

是哪个方程组的解？ 

设 ( k1 , k2 , … , kn ) 与 ( l1 , l2 , … , ln )是方程组 (9) 的两 

个解，则有 
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它们的差是 ( k1 - l1 , k2 - l2 , … , kn - ln ) . 显然有 
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这就是说，( k1 - l1 , k2 - l2 , … , kn - ln ) 是导出组 (1) 

的一个解. 

1) 线性方程组 (9) 的两个解的差该线性方程组 导出组的

一个解. 



问：2)  线性方程组 (9) 的一个解与它的导出组 (1) 

的一个解之和还是这个线性方程组的一个解吗？ 

设 ( k1 , k2 , … , kn ) 是方程组 (9) 的一个解，即 
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又设 ( l1 , l2 , … , ln ) 是导出组 (1) 的一个解，即 
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2)  线性方程组 (9) 的一个解与它的导出组 (1) 

的一个解之和还是这个线性方程组的一个解. 

于是 



3.  非齐次线性方程组解的结构 

定理 9    如果 0 是方程组 (9) 的一个特解，那么 

方程组 (9) 的任一个解   都可以表成 

  = 0 +  ，                               (10) 

其中  是导出组 (1) 的一个解. 因此，对于方程组 

(9) 的任一个特解 0 ，当  取遍它的导出组的全部  

解时，(10) 就给出 (9) 的全部解. 



证明 因为    = (   - 0 ) + 0 

  - 0 是导出组 (1) 的一个解，令 

  - 0  =   ， 

就得到 

既然 (9) 的任一个解都能表成(10) 的形式， 

由 性质2) 知：当  取遍 (1) 的全部解的时候， 

  = 0 +   

就取遍 (9) 的全部解. 
证毕 

= 0 + (   - 0 )，  

  =  0 +                                (10) 



问：非齐次线性方程组的任意一个解怎么表示？ 

 = 0 + k11 + k22 + … + kn - rn - r   

设 0 是非齐次线性方程组的一个特解， 1 ,  

2 , … , n - r 是它的导出组的一个基础解系，则它 

的任一个解  可表示为 

称之为非齐次线性方程组的一般解 . 

由定理 9 容易得出以下推论： 



推论    在非齐次线性方程组有解的条件下，解 

是唯一的充分必要条件是它的导出组只有零解. 

证明 充分性 如果方程组 (9) 有两个不同的 

解，那么它的差就是导出组的一个非零解. 因此， 

如果导出组只有零解，那么方程组有唯一解. 

必要性 如果导出组有非零解，那么这个解 

与方程组 (9) 的一个解 (因为它有解) 的和就是 (9) 

的另一个解，也就是说，(9) 不止一个解. 因之， 

如果方程 (9) 有唯一解，那么它的导出组只有零解. 

证毕 



例 5    求下列线性方程的解 





















.12

,1233

,122

,0

4321

5421

5321

54321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxx

解 把方程组的增广矩阵化为行阶梯形 



























101211

121033

110122

011111

A
初等行变换 

























000000

000000

112300

011111



所以原方程组同解于 

交换第2,5列 
1 0 2 1 1 1

0 1 3 2 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 
 

 
 
 
 

r2*1+r1 

1 0 2 1 1 1

0 1 3 2 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 
 

   
 
 
 

1 5 2 3 4

1 5 2 3 4

0 2 1,

0 0 3 2 1.

x x x x x

x x x x x

    


     

取x2 , x3 , x4 当作自由未知量，把方程组变形成 









.231

,21

435

4321

xxx

xxxx

令x2 =x3 = x4 =0得方程组的一个特解0=(1,0,0,0,-1) 



下面求导出组的基础解系 

导出组同解于  
1 2 3 4

5 3 4

2 ,

+3 2 .

x x x x

x x x

   


 
取 2 3 41,x x x = =0得 

1 (-1,1,0,0 0)  ，

取 
2 4 3=0,x x x =1 得 

2 (-2,0,1,0,3) 

于是原方程组的通解为 0 1 1 2 2 3 3,k k k       

取 2 3 4=0,x x x =1 得 3 (-1,0,0,1,2) 

1 2 3,k k k,其中                   是任意的常数. 



设有两个平面 1 , 2 ，其方程如下： 

1 ：  a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 , 

2 ：  a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2  

则平面 1 , 2 间的位置关系可由线性方程组（11）的

解表示. 









2323222121

1313212111 ,

bxaxaxa

bxaxaxa

的解的情况来确定. 

三、3元线性方程组的解及其几何意义 



为方便起见，用 A 表示所讨论的方程组的系数 

矩阵，B 表示所讨论的方程组的增广矩阵，R(A) 表 

示矩阵 A 的秩. 

1)  相交的条件是：R(A) = R(B) = 2. 

这时方程组有无穷多组解，其一般解中含有一 

个任意常数，即两平面相交为一直线. 

2)  重合的条件是： R(A) = R(B) = 1. 

这时增广矩阵的两个行向量成比例，故两个平 

面是重合的. 



3)  平行的条件是：R(A) = 1，R(B) = 2. 

这时方程组无解，即两个平面平行，且不重合. 



小结和作业 

1. 请叙述齐次线性方程组解的性质. 

2. 什么情况下，齐次线性方程组有基础解系？如何求

齐次线性方程组的基础解系？ 

3.作业见学习通.  

3. 请叙述非齐次线性方程组解的性质. 

4.什么情况下，线性方程组有无穷多个解，这些解如

何用导出组的基础解系和特解表示？ 


