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第 3章 平面与空间直线

§3.1 平面的方程

授课学时：2学时

一、教学目标

1.理解并掌握的由平面上一点与平面的方位向量决定的平面方程、平面的一

般方程、平面的法式方程求解方法；

2.熟练掌握平面的一般方程，快速写出相应平面的方程。

二、教学重难点

1.教学重点：求由平面上一点与平面的方位向量决定的平面方程、平面的一般方程、

平面的法式方程的一般方法和步骤；

2.教学难点：根据平面方程的规律，写出平面的方程。

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程

一．联系实际引入

1.想一想：构成这此物体的平面具有什么样的特征？

2.思考：这些平面的方程如何表示？

二．讲授新知

一、平面的点法式方程

如果在空间给定一点 M0 和一个非零向量 ，那么通过点 M0 与向量 的平面也惟一地被

确定．

法向量 的特征：非零且垂直于平面内的任一向量．
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0 DCzyx
已知： },,{ CBAn  , ),,,( 0000 zyxM

设平面上的任一点为 ),,( zyxM

必有：

nMM 0

00  nMM

 0000 ,, zzyyxxMM 

0)()()( 000  zzCyyBxxA
即为平面的点法式方程

其中法向量 },,,{ CBAn  已知点
).,,( 000 zyx

1．平面的点法式方程

平面的法线： 垂直于平面的直线称为这平面的法线。

平面的法矢量： 垂直于平面的非零矢量称为这平面的法矢量。

设 M 0 ( x0 , y 0 , z 0 ) 是平面上一定点，OM 0 r0 ,矢量 nA, B, C为平面 的法矢量，再

设 M ( x, y, z) 是平面 上任一点，OM r ，

则平面的点法式方程为： (r− r0 )⋅ n 0

即 A( x− x0 ) B( y− y0 ) C( z− z 0 ) 0

证明：∵ M 0 M∈ , n⊥

∴ M 0 M⊥ ,

∴ M 0 M⋅ n 0

M 0 M r− r0

(r− r0 )⋅ n 0
A( x− x0 ) B( y− y0 ) C( z− z 0 ) 0

2．平面的点位式方程

平面的方位矢量： 与平面平行的一对为共线的矢量称为这平面的方位矢量。

设 M 0 ( x0 , y 0 , z 0 ) 是平面 上一定点，OM 0 r0
，矢量v1X 1 ,Y1 , Z1, v2X 2 , Y2 , Z 2为平面 的一对方位矢量，再设 M ( x, y, z) 是平

面 上任一点，OM r ，则平面
二. 平面的一般方程

定理 空间中任一平面的方程都可以表示成一个关
于
变量 x,y,z 的一次方程；
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051223  zyxx

824  zyx

反过来，每一个关于变量 x,y,z 的一次方程都表示一个平面，叫做平面的一般方

程。

1．定理：空间中任一平面的方程都可表示成一个关于变数 x, y, z 的一次方程；

反过来，每一个关于 x, y, z 的一次方程都表示一个平面．

证明： (1)对于空间任一个平面，可设其法矢量为 n A, B, C ，点 M 0 x0 , y0 , z0

为平面上一定点，则平面方程 A x− x0 B y− y0 C z− z0 0 ，

即Ax By Cz D 0

（其中 D Ax0 By0 Cz0 ）

(2)对任意的一个关于 x, y, z 的一次方程 Ax By Cz D 0（ A, B, C 不全

为零），不妨设A≠ 0 ，则有所以称 Ax By Cz D 0 （ A, B, C 不全为零）

为平面的一般方程

三、平面的截距式方程

将 aD / , ,/bD cDC /

代入所设方程得

1
c
z

b
y

a
x

例 1：求过点（1,1,1）且垂直于平面的平面方程.

},1,1,1{1 n }12,2,3{2 n

取法向量： 21 nnn 
 },5,15,10{

所求平面方程为

,0)1(5)1(15)1(10  zyx

化简得

.0632  zyx

例 2：设平面过原点及点（6，-3,2），且垂直， 求此平面方程.

解 设平面方程为 ,0 DCzByAx

由平面过原点知

,0D

0236  CBA

},2,1,4{ n 024  CBA

,
3
2CBA 
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所求平面方程为 .0322  zyx

例 3 设平面与 ,,, zyx 三轴分别交于 )0,0,(ap 、 )0,,0( bQ 、 ),0,0( cR （其中

0,0,0  cba ），求此平面方程.

解 设平面方程为 ,0 DCzByAx

将三点坐标代入得













,0
,0
,0

DcC
DbB
DaA


,

a
DA  ,

b
DB 

c
DC 

例4 求平行于平面 0566  zyx 而与三个坐标所围成的四面体体积为一个单位的平

面方程.

解: 设平面方程为
,1

c
z

b
y

a
x

,1V ,1
2
1

3
1

 abc
由所求平面与已知平面平行得

（向量平行的充要条件）

,
6

1

1

1

6

1
cba 

,
6
11

6
1

cba


tcba  6
11

6
1

,
6
1
t

a  ,1
t

b  ,
6
1
t

c 

代入体积式

ttt 6
11

6
1

6
11  ,

6
1

 t

,1,6,1  cba

所求平面方程为 .666  zyx

或 666  zyx
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三．课堂小结

1.确定平面的关键要素：平面上一点和一个法向量；

2.平面方程之间的相互关系。

3.平面方程是空间曲面的重要组成部分，它与由平面上一点与平面的方位向量决

定的平面方程、平面的一般方程、平面的法式方程等内容都有密切的联系.

思考题：

平面方程还有哪些表示形式？

四．布置作业

    32、11 ；104P
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§3.2 平面与点的相关位置

授课学时：2学时

一、教学目标（正文一律用宋体小四，行距：固定值 24磅）

1.理解并掌握平面与点的相关位置，平面与点的相关位置关系的求解法；

2.熟练掌握平面与点的相关位置的规律，快速写出相应平面与点的相关位

置。

二、教学重难点

1.教学重点：点在平面上:点的坐标满足平面方程;

点不在平面上:求点到平面的距离.

2.教学难点：根据求平面与点的相关位置的规律。

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程

一．联系实际引入

1.想一想：构成这此图像具有什么样的特征？

2.思考：这些特征间存在怎样的关系？

二．讲授新知

1.定义

点与平面间的距离：一点与平面上的点之间的最短距离，叫做该点与平面之间的

距离.

2.平面与点的相关位置

空间中平面与点的相关位置，有且只有两种情况就是点在平面上，或点不在平面

上，点在平面上的条件是点的坐标满足平面的方程（点不在平面上时要考虑点到

平面的离差，点到平面的距离）。

3.如果自点 到平面π引垂线，垂足为Q，那么向量 在平面π的单位法向量
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上的射影叫做点 与平面π间的离差。记做

推论 1 点 与平面平面间的离差是

推论 2 点点 与平面 间的距离为

三、平面划分空间问题，三元一次不等式的几何意义

平面

把空间划分为两部分，对于某一部分的点

而对于另一部分的点，则有

在平面π上的点

三、平面划分空间问题， 三元一次不等式的几何意义



8

结论：

若点 ， 不在平面 上，

则 位于平面 同侧的充要条件是：

同号

则 位于平面 两侧的充要条件是：

异号

4.应用举例

例 1设点  2,4,3M  ，平面 : 2 1 2 3 0x y z     ，求点M 到平面 间的距离

解: 由于  2,4,3M  平面 : 2 1 2 3 0x y z    

例 2 已知平面 x+2y-3z+4=0，点 O（0，0，0），A（1，1，4），B（1，0，-2），C

（2，0，2），D（0，0，4）试确定这些点与平面的位置关系.

解： 设 f（x，y，z）=x+2y-3z+4，则有

f（O（0，0，0））=4>0，f（A（1，1，4））=-5<0，

F（B（1，0，-2））=15>0，f（C（2，0，2））=0，

F（D（0，0，4））=-8<0

所以，点 O、B在平面的同一侧，而点 A、F在平面的另一侧，点 C在平面上.

三．课堂小结

1.两点在平面哪侧的判断；

2.点到平面的距离为非负数。

思考题:

试求由于平面 ，

所构成的二面角平分面的方程，在此二面角内有点M(1,2,-3)
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四．布置作业



10

§3.3 两平面的相关位置

授课学时：2学时

一、教学目标（正文一律用宋体小四，行距：固定值 24磅）

1.理解并掌握空间两个平面的相关位置，即相交、平行，以及这三种情况的

判断依据和求解方法；

2.熟练掌握两平面位置的方程，快速写出两平面夹角的求解方程。

二、教学重难点

1.教学重点：两平面平行、相交和重合的充要条件，在直角坐标系中两平面的交角

求解及两平面垂直的条件；

2.教学难点：根据求两平面的相关位置的规律，写出对应充要条件及夹角公

式。

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程

一．联系实际引入

1.想一想：下面的两两平面具有什么样的关系？

2.思考：这些曲面的方程如何表示？

二．讲授新知

1.定义：空间两个平面的相关位置有三种情形：相交、平行和重合，而且当且仅

当两平面有一部分公共点时它们相交，当且仅当两平面无公共点时它们相互平
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行，当且仅当一个平面上的所有点就是另一个平面的点时，这两个平面重合。

定理: 两平面

那么两平面 与 是相交还是平行或是重合就决定于由方程（1）与（２）构成

的方程组是有解还是无解，或是方程（1）与（２）仅相差一个不为零的数因子。

两平面的位置关系：

相交的充要条件是 A1 : B1 : C1 ≠A2 : B2 : C2 ,

平行的充要条件是

重合的充要条件是

2.证明

在直角坐标系下,平面 的法向量分别为

而当且仅当 不平行于 时， 相交；

当且仅当 ∥ 时， 平行或是重合，

则有如下结论：

21 nn 

21 // nn
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例 1 确定以下各组里两平面的位置关系：

解（1）

两平面平行但不重合

（2）

两平面重合.

二、两平面的夹角

1.定义
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两平面法向量之间的夹角称为两平面的夹角.

2.证明

设两平面 与 间的二面角用∠（ , ）来表示，而两平面的法矢量

的夹角记为θ =∠ （ ），那么显然∠（ , ）＝θ或π －

θ ，

因此得到：

例 2 求以下两平面的夹角

解:
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五、课堂小结

1.平面与平面平行时,要考虑可能重合的情况;

2.两平面间的夹角要考虑互补的情况。

3.两平面相交、平行和重合的充要条件及其夹角；

4.求两平面之间的夹角和距离。

思考题：

两平面平行

间的距离。两平面互相垂直要如何判断？

四．布置作业
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§3.4 空间直线的方程

授课学时：2学时

一、教学目标

1．掌握空间直线的点向式方程、两点式方程的求法。

2．会求空间直线的标准方程、一般方程的互化。

二、教学重难点

1.教学重点：空间直线的各种方程的求法；

2.教学难点：空间直线的标准方程、一般方程的互化。

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程

1.导入

两平面的交线？

2.讲解新知

一．直线的点向式方程（由直线上一点与直线的方向所决定的直线方程）

1.直线 l的方向矢量 v： 0v  且 //v l

注
01 .显然，任何一个与直线 l平行的非零矢量都为 l的方向矢量

02 .一条直线 l由它过的一点 0M 和它的一个方向矢量完全唯一确定。

03 . 直 线 l 的 方 向 矢 量 v 的 坐 标 , ,x y z 或 与 它 成 比 例 的 一 组 数

, , ( : : : : )l m n x y z l m n 称为直线 l的方向数，也称为 l的方向。由于 l的方向数与 l的方向

矢量的坐标 , ,x y z成比例，故我们将同 : :x y z 表以 { , , }v x y z 为方向矢量的直线的方向

数。

2.点向式方程

设 l 为一空间直线， v 为 l 的一个方向矢量。 0M l 。取标架 1 2 3{ ; , , }o e e e  
. 设

0 0OM r
 

，M 为 l上的任意点，OM r
 

。

0M l M M 


与 v共线
1.4.1

0 0 0

Th
M M tv r r tv r r tv       
       

故由空间曲线的向量式参数方程的定义知 0r r tv   
（3.4-1）为 l的矢量式参数方程。其

中 t为参数，它可取任意实数。注意 0r

为以 l所过点 0M 为终点的径矢。 v为 l的方向矢量。

设 0 0 0 0( , , ), ( , , )M x y z M x y z ，则 0 0 0 0{ , , }, { , , }r x y z r x y z  
，再设 { , , }v X Y Z ，
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则由（3.4-1）得：

0

0

0

x x Xt
y y Yt
z z Zt

 
  
  

（3.4-2）. 称其为 l的坐标式参数方程。

由（3.4-2）消去参数 t，则得 0 0 0x x y y z z
X Y Z
  

  （3.4-3），

称其为 l的标准方程或对称式方程。

（3.4-1）（3.4-3）都称为 l的点向式方程。

注
04 .若已知直线 l过 0 0 0 0( , , )M x y z ，方向矢量为 { , , }v X Y Z ，可立即写出 l的方程

（3.4-2）和（3.4-3）。

注
05 .在直角坐标系下，直线 l的方向矢量常取单位矢量

0 {cos ,cos ,cos }v   
，此

时 l的参数方程为：
0

0r r tv   
（3.4-7）

或

0

0

cos
cos
cos

x x t
y y t
z z t





 
  
  

（3.4-8）

l的对称方程为： 0 0 0

cos cos cos
x x y y z z

  
  

  （3.4-9）

此时参数 t的几何意义为：
0 0 0

0t t v tv r r MM    
   

，即为 0M 和M 的距离。

注
06 .在直角坐标系下，设 { , , }v X Y Z 为直线 l的方向矢量，v的方向角 , ,   称为

l的方向角。 v的方向余弦 cos ,cos ,cos   称为 l的方向余弦。

由 于 v 也 是 l 的 方 向 矢 量 ， 而 v 的 方 向 角 为 , ,        ， 故

, ,        也可看作 l的方向角；

cos( ) cos ,cos( ) cos ,cos( ) cos                 也可看作 l的方向余

弦。

设 , ,l m n 为直线 l 的方向数，则 { , , }l m n 或 { , , }l m n   为 l 的方向矢量，由定义

{ , , }l m n 或{ , , }l m n   的方向余弦即为 l的方向余弦。故 l的方向余弦与方向数之间有以下

关系：

2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos ,cos ,cosl m n

l m n l m n l m n
    

     
（Th1.7.6）
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或
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos ,cos ,cosl m n
l m n l m n l m n

    
  

     

二．直线的两点式方程

显然直线 l完全由它通过的两点唯一确定。

设直线 l过两点 1 1 1 1 2 2 2 2( , , ), ( , , )M x y z M x y z ，求 l的方程。

令 , 1, 2i ir OM i 


，取 1 2 2 1v M M r r  
  

为 l的方向矢量. 以 l所过点 1M 为终点的向

量为 1r

.

故由直线的点向式方程：
0

0r r tv   
得 l的矢量式参数方程： 1 2 1( )r r t r r     

（3.4-4）

l的坐标式参数方程为：

1 2 1

1 2 1

1 2 1

( )
( )
( )

x x t x x
y y t y y
z z t z z

  
   
   

（3.4-5）

l的对称式方程为： 1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
  

 
  

（3.4-6）

方程（3.4-4）（3.4-6）都叫做 l的两点式方程。

三．直线的一般方程

1. 概念：任意一条直线可看成某两个相交平面的交线。

设
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

: 0
: 0
A x B y C z D
A x B y C z D




    
    

（3.4-11）（在仿射坐标系下的方程）

由于 1 2 与 相交，故这里 1 1 1 2 2 2: : : :A B C A B C

1 2( , , ) ( , , ) , ,M x y z l M x y z x y z      满 足 方 程 组

1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

   
    

l 可用方程组（3.4-11）表示，称其为 l的一般方程。

四．直线的射影式方程

设 l： 0 0 0x x y y z z
X Y Z
  

  （3.4-3）（在仿射坐标系下的方程）

则 , ,X Y Z不全为零（{ , , }X Y Z 为 l的方向矢量，它非零）不妨设 0Z  .将（3.4-3）
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改写为

0 0

0 0

x x z z
X Z

y y z z
Y Z

  
   


，
0 0

0 0

X Xx x z z
Z Z
Y Yy y z z
Z Z

   

   


令 0 0 0 0, , ,X X Y Ya c x z b d y z
Z Z Z Z

      ，则
x az c
y bz d
 

  
（3.4-12）

（显然这是一种特殊的一般方程）

注
07 . 由以上讨论可见（3.4-3）表示的直线 l可看作（3.4-12）中两个方程表示的两个

平面的交线。这两个平面通过该交线且分别平行与 oy轴和 ox轴，在直角坐标系下，平面

x az c  与 xoz 平面 0y  垂直（ 1 0 0 1 0 0a      ），平面 y bz d  与 yoz 平面

0x  垂直。故称（3.4-12）为 l的射影式方程。由以上讨论可知如何将 l的标准方程化为射

影式方程。

五．化直线的一般方程为标准方程的方法

直线的一般方程（3.4-11）也总可化成标准方程（3.4-4）的形式，下面证明之。

设 l 的 一 般 方 程 为 ：
1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

   
    

（ 3.4-11 ） 则

1 1 1 2 2 2: : : :A B C A B C

因此，
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

, ,
B C C A A B
B C C A A B

不全为零，否则，由
1 1

2 2

0
B C
B C

 得 1 2 2 1BC B C ，即

1 1

2 2

B C
B C

 .

由
1 1

2 2

0
C A
C A

 得 1 2 2 1C A C A ， 即 1 1

2 2

C A
C A

 . 故 1 1 1

2 2 2

A
A

B C
B C

  ， 即

1 1 1 2 2 2: : : :A B C A B C ，与 1 1 1 2 2 2: : : :A B C A B C 矛盾。

不失一般性，设
1 1

2 2

0
A B
A B

 （
1 1

2 2

A B
A B

为 ,x y的系数行列式，那么由（3.4-11）可分

别消去 ,y x得到 l的射影式方程）

将（3.4-11）写成
1 1 1 1

2 2 2 2

A x B y C z D
A x B y C z D

   
    

（*）
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由克莱姆法则解出 ,x y得：

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

C z D B C B D B B C B D
z

C z D B C B D B B C B D
x z

A B A B A B A B
A B A B A B A B

 
 

 
   

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

A C z D C A D A
A C z D C A D A

y z
A B A B A B
A B A B A B

 
 

  

以上为 l的射影式方程，令

1 1

2 2
0

1 1

2 2

B D
B D

x
A B
A B

 ，

1 1

2 2
0

1 1

2 2

D A
D A

y
A B
A B

 ， 0 0z  则得 l的标准方

程： 0 0 0

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

x x y y z z
B C C A A B
B C C A A B

  
  （**）

注
08 .由 l的标准方程（**）可知，若 l的一般方程为（3.4-11），则

1 1

2 2

B C
B C

，
1 1

2 2

C A
C A

，
1 1

2 2

A B
A B

即为 l的一个方向向量的坐标，即为 l的一组方向数。

注
09 .以上的证明给出了化直线的一般方程为射影式方程和标准方程的方法。哪两个变

量的系数行列式不为零，分别消去这两个变量即得 l的射影式方程，再由射影式方程得标准

方程。也可如下求 l的标准方程：不妨设
1 1

2 2

0
A B
A B

 ，在方程（*）中取 z为任意指定的值

0z z （特别地可取 0z  ）。解（*）得 0 0,x x y y  ，那么 0 0 0( , , )x y z 为方程组（3.4-11）

的一个解。点 0 0 0 0( , , )M x y z 在 l上。再由注
08 得一组方向数。于是由直线的点向式方程

（3.4-3）得 l的标准方程为： 0 0 0

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

x x y y z z
B C C A A B
B C C A A B

  
  。

3.例题讲解
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例.化直线 l的一般方程
2 5 0
2 3 1 0
x y z
x y z
   

    

(1)
(2)

为射影式方程和标准方程。

解法一. l的方向数为
1 1 1 2 2 1

: : 4 :8 : 0 1: ( 2) : 0
1 3 3 2 2 1

   
 

,y z 的系数行列式
1 1

4 0
1 3

  


（取 x为自由未知量）

取 0x  得
5

3 1
y z
y z
 

  
，解得 4, 1y z 

故 (0, 4,1)为 l上一点。

故 l的标准方程为：
4 1

1 2 0
x y z 
 



由
4

1 2
x y 



得

1 2
2

x y   。

由
1

1 0
x z 
 得 1z  。

2 4
1

y x
z

  
 

为 l的射影式方程。

解法二.

（2）+3（1）：（消去 z）8 4 16 0, 2 4x y y x      ，

（1）-（2）：（消去 y） 4 4 0, 1z z  


2 4
1

y x
z

  
 

为 l的射影式方程。

或

,y z 的系数行列式
1 1

4 0
1 3

  


，
5 2

3 1 2
y z x
y z x
  

   

5 2 1
1 2 3 15 6 1 2 2 4
1 1 4
1 3

x
x x xy x


     

    



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1 5 2
1 1 2 1 2 5 2 1
1 1 4
1 3

x
x x xz


   

  




2 4
1

y x
z

  
 

为 l的射影式方程（ 1z  既是 l对 yoz面又是对 xoz面的射影标面，

故 l只有一个射影式方程）

由 2 4y x   得
4
2 1

y x




由 1z  得 1 0z   ，可写为
1

0 1
z x



故
4 1

1 2 0
x y z 
 


为 l的标准方程。

4．在直角坐标系下化一般方程为标准方程的方法

设直线 l在直角坐标系下的一般方程为：
1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

   
    

则 1 1 1 1 1: 0A x B y C z D     的一个法矢量为 1 1 1 1{ , , }n A B C

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D     的一个法矢量为 2 2 2 2{ , , }n A B C

1 2 1 2,l l n l n       且 ，

又 1 2 1 1 2 2( ) ( )n n n n n n         且 ， 1 2( ) //n n l  

故 1 2( )n n 
可取为 l的方向矢量，再求得 l的一个点 0 0 0( , , )x y z ，即可得 l的标准方程。

例 在直角坐标系下，求直线
2 3 4 0

:
2 0

x y z
l

x y z
   

   
的标准方程.

解： 1 2 {1, 2,3} {1, 2, 1} 1 2 3 {8,4,0} 4{2,1,0}
1 2 1

i j k
n n         

 

 

 
， 1 2//l n n 

.

取 1 2
1 ( ) {2,1,0}
4

v n n    
为 l的方向矢量

1 3
4 0

1 1
  




取 0y  得
3 4

0
x z
x z
 

  
， 解得 1, 1x z 
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那么 (1,0,1) l

故 l的标准方程为：
1 1

2 1 0
x y z 

 

3.课堂小结

直线的方程及直线方程如何相互转化

4.布置作业

课本第 120页习题：3、5
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§3.5 直线与平面的相关位置

授课学时：2学时

一、教学目标

1.掌握直线与平面的相关位置的分类及其判定

2.掌握直线与平面的夹角公式

二、教学重难点

1.教学重点：直线与平面的相关位置的分类及其判定；

2.教学难点：直线与平面的夹角公式。

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程

1.导入

有直线，直线和平面有什么样的位置关系呢？

2. 讲解新知

一．（直线与平面相关位置的）种类

1. 相交：有唯一交点

2. 平行： 无交点

3.直线在平面上：有无穷多个交点。

二．判定条件

设
0 0 0:

: 0

x x y y z zl
X Y Z
Ax By Cz D

     

    

(1)
(2)

（*）

由定义，讨论 l与 的相互位置关系即讨论 l与 的交点的存在性和唯一性，亦即讨

论方程组（*）的解的存在性和唯一性，以下讨论之。

由（1）得

0

0

0

x x Xt
y y Yt
z z Zt

 
  
  

（3）

将（3）代入（2）得： 0 0 0( ) ( )Ax By Cz t Ax By Cz D       （4）

验证易见

0t 为（4）的解 0 0 0 0 0 0, ,x x Xt y y Yt z z Zt       为（*）的解 （Ⅰ）

（设 0t 为（4）的一个解，将 0t 代入（3）得 0 0 0 0 0 0, ,x x Xt y y Yt z z Zt      ，

此为方程组（*）的一个解。反之，设 0 0 0 0 0 0, ,x x Xt y y Yt z z Zt      为（*）的一个
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解，将其代入（2）即得 0 0 0( ) ( )Ax By Cz t Ax By Cz D       ，即 0t 为（4）的解）

另 外 ， 设 ( , , )x y z 是 （ * ） 的 解 ， 则 ( , , )x y z 是 （ 1 ） 的 解 。 因 此

0 0 0
0

x x y y z z t
X Y Z
  

  
设

，

则 0 0 0 0 0 0, ,x x Xt y y Yt z z Zt      ， 即 （ * ） 的 解 具 有

0 0 0 0 0 0, ,x x Xt y y Yt z z Zt      的形式（Ⅱ）

1. l 与  相交  l 与  有唯一交点  （ *）有唯一解  （ 4）有唯一解

0AX BY CZ    。

2. //l l  与 无交点（*）无解（4）

0 0 00, 0AX BY CZ Ax By Cz D       

3. l l  与 有无数交点（*）有无数解（4）有无数解

0 0 00, 0AX BY CZ Ax By Cz D       

综上，我们已证明了如下定理：

Th3.5.1.(P124) 直线（1）与平面（2）的相互位置……。

三．（以下证明一下）在直角坐标系下判定直线与平面相互位置关系的条件的几何意

义。

注 . { , , }v X Y Z 为 l的一个方向矢量，而在直角坐标系下， 的一个法矢量为

{ , , }n A B C ，故在直角坐标系下，

l与 相交
3.5.1

0
Th

AX BY CZ    0n v v     与 n不垂直。

l与 平行
3.5.1

0 0 00, 0
Th

AX BY CZ Ax By Cz D       

,v n l  
0 0 0且 上的点（x ,y ,z）不在平面 上。

l在 上
3.5.1Th
 0 0 00, 0AX BY CZ Ax By Cz D      

v n  
且， l上的点 0 0 0( , , )x y z 在 上。

四．直线与平面的交角

我们在直角坐标系下讨论 l 与 的交角的求法。用 表示 l 与 的交角，当 //l  或 l 

时， 0  ；当 l  时，
2
  ；否则， 定义为 l和 l在 上的射影所构成的锐角（见图）

 可由 l的方向矢量 { , , }v X Y Z 和 的法矢量 { , , }n A B C 来决定。
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设 ( , ) (0 )n v       

则

,0
2 2

,
2 2

  


   

    
   


因此，

sin( ) cos ,0
2 2sin

sin( ) cos ,
2 2

   


    

       
    
  

2 2 2 2 2 2
cos

n v AX BY CZ
n v A B C X Y Z


 

  
   

 
 

注： //l  或 l  sin 0 0AX BY CZ     

l  // A B Cv n
X Y Z

    

4.课堂小结

直线与平面的三种位置关系，如何判定？直线与平面的夹角如何来求？

4.布置作业

课本第 123页习题：1,2，3,



26

§3.6 空间直线与点的相关位置

授课学时：1学时

一、教学目标

1. 掌握点到直线的距离公式及其推导

二、教学重难点

1.教学重点：点到直线的距离公式；

2.教学难点：点到直线的距离公式的推导。

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程

1. 导入

点和直线的位置关系

2. 讲解新知

一．相关位置

0P l与 的相关位置
0P l
P l


 

0 0P l P  的坐标满足 l的方程

二．点到直线的距离

定义 3.6.1（P124）
注：（P124，倒 11行——倒 9行）

在空间直角坐标系下，给顶空间一点 0 0 0 0( , , )M x y z 和直线 1 1 1: x x y y z zl
X Y Z
  

  ，

0M l ， 1 1 1 1( , , )M x y z 为 l上一点，如图.

1 0v M M S v d  
   ， 1 0 0 1 0 1 0 1{ , , }M M x x y y z z   



2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

1 0

2 2 2

y y z z z z x x x x y y
v M M Y Z Z X X Y

d
v X Y Z

     
 


 

 




5.课堂小结

直线到平面的距离的计算公式

4.布置作业

课本第 125页习题：2
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§3.7 空间两直线的相关位置

授课学时：2学时

一、教学目标

1．掌握空间两直线的相关位置的分类及其判定

2．掌握空间两直线的夹角公式

3．掌握两异面直线间的距离公式与公垂线的方程

二、教学重难点

1.教学重点：空间两直线的相关位置的分类及其判定；

2.教学难点：两异面直线间的距离公式与公垂线的方程。

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程

1. 导入

六种位置关系之一—直线与直线的位置关系

2. 讲解新知

一．分类

空间两直线的相关位置

 
 
 
 




相交

共面 平行

重合

异面

二．判定条件

设 1 1 1
1

1 1 1

: x x y y z zl
X Y Z
  

  ①

2 2 2
2

2 2 2

: x x y y z zl
X Y Z
  

  ②

则 1 1 1 1 1( , , )M x y z l ， 1 1 1 1{ , , }v X Y Z 为 1l 的一个方向矢量，

2 2 2 2 2( , , )M x y z l ， 2 2 2 2{ , , }v X Y Z 为 2l 的一个方向矢量

（1） 1l 与 2l 异面 1 2 1 2, ,M M v v
  显然

不共面

2 1 2 1 2 11.5.5

1 1 1

2 2 2

0
Th

x x y y z z
X Y Z
X Y Z

  
  

（2） 1l 与 2l 共面 0 
（1）的逆否命题
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（3） 1l 与 2l 相交 1l 与 2l 共面且 1v

与 2v

不平行

1 1 1 2 2 20, : : : :Y Z X Y Z  
由（2）和Th1.5.4

且X

（4） 1l // 2l  1v

与 2v

共线且 2v


与 1 2M M


不共线

1.5.4

1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1: : : : ( ) : ( ) : ( )
Th

X Y Z X Y Z x x y y z z     

（5） 1l 与 2l 重合 1 2 1 2, ,v v M M
 

三者共线

1.5.4

1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1: : : : ( ) : ( ) : ( )
Th

X Y Z X Y Z x x y y z z     

综上得：

Th3.7.1. 设直线 1l 与 2l 的方程分别为①，②，令

2 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 1 1

2 2 2

( , , )
x x y y z z

M M v v X Y Z
X Y Z

  
 
   ，

则

（1） 1l 与 2l 异面 0 

（2） 1l 与 2l 共面 0 

（3） 1l 与 2l 相交 1 1 1 2 2 20, : : : :Y Z X Y Z   且X

（4） 1l // 2l 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1: : : : ( ) : ( ) : ( )X Y Z X Y Z x x y y z z     

（5） 1l 与 2l 重合 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1: : : : ( ) : ( ) : ( )X Y Z X Y Z x x y y z z     

例 求通过点 (1,1,1)P 且与两直线 1 2
1 2 3: , :

1 2 3 2 1 4
x y z x y zl l   
    都相交的

直线程。

解： 设所求直线 l的一个方向矢量为 { , , }v X Y Z ，又因为 (1,1,1)P l ，那么

1 1 1: x y zl
X Y Z
  

 

l 与 1l 相交，且 1 1(0,0,0)M l ， 1 {1,2,3}v  为 1l 的一个方向矢量， 1 {1,1,1}M P 


1

1 1 1
1 2 3 0
X Y Z

   且 : : 1: 2 : 3X Y Z 
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即 2 0X Y Z   且 : : 1: 2 : 3X Y Z 

l 与 2l 相交，且 2 2(1, 2,3)M l ， 2 {2,1,4}v  为 2l 的一个方向矢量， 2 {0, 1, 2}M P   


2

0 1 2
2 1 4 0
X Y Z

 
   且 : : 2 :1: 4X Y Z 

即 2 0X Y Z   且 : : 2 :1: 4X Y Z 

这样， l与 1 2,l l 都相交
2 0
2 0

X Y Z
X Y Z
  

    
且

: : 1: 2 : 3
: : 2 :1: 4

X Y Z
X Y Z




解之得：
2 1 1 1 1 2

: : : : 0 : 2 : 4 0 :1: 2
2 1 1 1 1 2

X Y Z
 

  
 

故
1 1 1

0 1 2
x y z  

  为所求。

解法二. 设所求直线为 l，由题意， (1,1,1)P l ， 1 1(0,0,0)P l ， 1 1{1,2,3}//v l

2 2(1, 2,3)P l ， 2 2{2,1,4}//v l

设 1l l与 决定的平面为 1 ，则 1 1 1 1 1 1// ( // , )v v l l  
， 1 1 1 1{1,1,1}// ( , )PP P P  


且 1 1v PP


与 不平行，又 1 1 1(0,0,0)P l   ，故

1 : 1 2 3 0
1 1 1

x y z
 ，即 2 0x y z  

设 2l l与 决 定 的 平 面 为 2 ， 则 2 2 2 2 2 2// ( // , )v v l l  
，

2 2 2 2{0, 1, 2}// ( , )P P P P    


且 2 2v P P


与 不平行，又 2 2(1,1,1)P l   ，故

2 :
1 1 1

2 1 4 0
0 1 2

x y z  


 
，即 2 2 0x y z   

1: ( 2) :1 1: 2 : ( 1)   ， 1 与 2 相交

l 为相交平面 1 2 与 的交线

因此
2 0

:
2 2 0

x y z
l

x y z
  

    
为所求（此方程为 l的一般方程）。
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二．空间两直线的夹角

设 1 2,v v  分别为空间直线 1 2,l l 的方向向量 1 2,l l 的夹角 1 2 1 2( , ) ( , )l l v v    或

1 2( , )v v   

注意：这里 1 2,l l 为空间中任意两条直线，它们不一定相交。

Th3.7.2. 在直角坐标系下，空间两直线①，②夹角的余弦为

1 2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

cos ( , ) X X YY Z Zl l
X Y Z X Y Z

 
  

   

证： 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

cos ( , ) cos ( , ) v v X X YY Z Zl l v v
v v X Y Z X Y Z

 
       

   

  
  。

推论：两直线①，②垂直 1 2 1 2 1 2 0X X YY Z Z   

三．两异面直线间的距离与公垂线方程

1.两直线间的距离：两直线上点的最短距离

注. 显然，两相交或重合的直线之间的距离为零。两平行直线间的距离等于其中一条直

线上任一点到另一直线的距离（点到直线的距离在下一节讨论）。

2. 两异面直线的公垂线与公垂线的长：与两条异面直线都垂直相交的直线；两个交点

间的线段长叫公垂线的长。

注
01 ：异面直线的公垂线存在唯一。

Th3.7.3. 两异面直线间的距离等于它们的公垂线的长。

证：设异面直线 1 2l l与 的公垂线 0l 与 1 2l l和 的交点分别为 1 2,Q Q 。设 i iM l为 上任一点，

1,2i  。

1 2,v v  分别为 1 2,l l 的方向矢量， 1 2v v 
为 0l 的一个方向矢量

1 0l l ， 1Q 为 1 0M l在 上的射影，

则
1 21 2 1 2v vQQ M M  

 
射影 ，因此

1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2cos ( , )v vQQ M M M M v v M M M M     
     

射影

故 1 2QQ


为 1 2l l与 上的点之间的最短距离，从而 1 2d QQ


。

3. 两异面直线间的距离公式（在直角坐标系下讨论）

Th3.7.4. 设异面直线

1 1 1
1

1 1 1

: x x y y z zl
X Y Z
  

  ①
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2 2 2
2

2 2 2

: x x y y z zl
X Y Z
  

  ②

则直线①与②之间的距离
1 2 1 2

1 2

( , , )M M v v
d

v v




  
  ，其中 { , , }i i i i iv X Y Z l 为 的一个方向向量，

( , , ) , 1, 2i i i i iM x y z l i   .

证：设 1 2,l l 与它们的公垂线 0l 分别交于 1 2,Q Q ，则 1 2,l l 间的距离

1 21 2 1 2v vd QQ M M   
 

射影 （由 Th3.7.3的证明知）

而
1 21 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) v vv v M M v v M M    

     射影 （据（1.7-2））故

1 2 1 21 2 1 2

1 2 1 2

( , , )( ) M M v vv v M Md
v v v v


 

 

    
   

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 2 2 2 2 2

2 2 2

x x y y z z x x y y z z
X Y Z X Y Z
X Y Z X Y Z

i j k Y Z Z X X Y
X Y Z Y Z Z X X Y
X Y Z

     

 

 

 

4. 异面直线的公垂线方程

设有异面直线①，②，令 1 为由 1l 与它们的公垂线 0l 决定的平面，则 1 1 2,v v v  
为 1 的方

位矢量，且 1 1M  。令 1 为由 2l 与它们的公垂线 0l 决定的平面，则 2 1 2,v v v  
为 2 的方位

矢量，且 2 2M  。

显然， 0 1 2l    。

1 2l l 与 异面， 1 2  与 相交（否则， 1 2 与 重合，这样 1 2l l与 共面，这同 1 2l l与 异面

矛盾）

于是， 0l 为 1 2 与 的交线，故
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0l ：

1 1 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

0

0

x x y y z z
X Y Z
X Y Z

x x y y z z
X Y Z
X Y Z

   
 



  
 



1

2

( )

(





点位式方程

点位式方程)

其中
1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1
2 2 2 2 2 2

2 2 2

{ , , } { , , }
i j k

Y Z Z X X Y
X Y Z v v X Y Z

Y Z Z X X Y
X Y Z

   

 

 
，即为 0l 的方向矢

量。

例 2 已知两直线 1 2
1 1 1 1: , :

1 1 0 1 1 0
x y z x y zl l   
   


，试证明 1 2l l与 为异面直

线，并求 1 2l l与 间的距离与它们的公垂线。

解：（1） 1 1 1(0,0, 1) , {1, 1,0}M l v   
为 1l 的一个方向矢量， 2 2 2(1,1,1) , {1,1,0}M l v 

为 2l 的一个方向矢量， 1 2 {1,1,2}M M 


.

1 2 1 2

1 1 2
( , , ) 1 1 0 4 0

1 1 0
M M v v    
   ， 1 2l l与 为异面直线。

（2） 1 2

1 0 0 1 1 1
{ , , } {0,0,2}
1 0 0 1 1 1

v v
 

   

1 2 1 2

1 2

( , , )M M v v
d

v v




  
 

4 2
2

 

（3）公垂线 0l 的方程为：

1
1 1 0 0
0 0 2

1 1 1
1 1 0 0
0 0 2

x y z

x y z

 
  



  
 



即
0
0

x y
x y
 

  
，亦即

0
0

x
y


 
（它为 z

轴）

6.课堂小结
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直线与直线的四种位置关系，如何判定

公垂线 两直线间的距离

4.布置作业

课本第 131页习题：1、3、4、5
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§3.8 平面束

授课学时：2学时

一、教学目标

1.掌握有轴平面束的概念及其方程

2.掌握平行平面束的概念及其方程

3.会灵活运用平面束的观点建立平面的方程

二、教学重难点

1.教学重点：空间两直线的相关位置的分类及其判定；

2.教学难点：运用平面束的观点建立平面的方程。

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程

1. 导入

两平面形成直线，由直线生成什么样的平面？

2. 讲解新知

一．有轴平面束

1. 定义 空间中通过同一直线的所有平面的集合叫做有轴平面束。那条直线叫做平面

束的轴。

2. 有轴平面束的方程

Th3.8.1. 若两个平面

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D     ①

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D     ②

交于一直线 l，则以 l为轴的有轴平面束的方程是：

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) 0l A x B y C z D m A x B y C z D        （3.8-1）

其中， ,l m是不全为零的任意实数。

注. Th3.8.1的意思是（3.8-1）表示以 l为轴的有轴平面束的中的全体平面。

证：（1）证明对任意一对取定的不全为零的实数 0 0,l l m m  ，

0 1 1 1 1 0 2 2 2 2( ) ( ) 0l A x B y C z D m A x B y C z D        （*）

表示以 l为轴的有轴平面束的一个平面。将（*）改写为：

0 1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 2( ) ( ) ( ) ( ) 0l A m A x l B m B y l C m C z l D m D        （**）

1 2  与 相交， 1 1 1 2 2 2: : : :A B C A B C  ③
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因此(**)中的系数 0 1 0 2l A m A , 0 1 0 2l B m B , 0 1 0 2l C m C 不全为零(否则与③矛盾)，从

而(**)是一个关于 , ,x y z的一次方程,故它表示一个平面. 因（*）与（**）同解，故（*）
表示一个平面 。

（再证（*）表示以 l为轴的有轴平面束中的一个平面）

l 为 1 2 与 的交线

l上的点的坐标同时满足方程①，②，从而也满足（*）

那么 l  ，即 l过 （亦即 为以 l为轴的平面束中的一个平面），这样，（*）表示以 l
为轴的有轴平面束中的任意一个平面 。

（２）证明对以 l为轴的平面束中的任意一个平面 ，我们都能确定 ,l m，使 的方程

为（3.8-1）的形式.

取 0 0 0( , , )P x y z P l 且 。

先证在（3.8-1）表示的平面的集合 中有一个平面 0 过 0 0 0( , , )P x y z 。

存在 0 使 0P   不全为零的 0 0,l m ，使

0 1 1 1 1 0 2 2 2 2( ) ( ) 0l A x B y C z D m A x B y C z D       

  不 全 为 零 的 0 0,l m ， 使

0 0 2 2 2 2 1 1 1 1: ( ) :[ ( )]l m A x B y C z D A x B y C z D       

P l ， 则 2 2 2 2A x B y C z D   ， 1 1 1 1A x B y C z D   不 全 为 零 （ 否 则 ，

1 2P l   ，与 P l 矛盾）

不全为零的 0 0,l m ，使 0 0 2 2 2 2 1 1 1 1: ( ) :[ ( )]l m A x B y C z D A x B y C z D        ，

从而存在 0 使 0P  ，

0 0 1 1 1 1 0 2 2 2 2: ( ) ( ) 0l A x B y C z D m A x B y C z D        

（再证 的方程具有（3.8-1）的形式）

由（1）的证明可知中的平面 0 过 l，这样 0 和 都过 l和P

过 l和P的平面是唯一的

0  

因此  的方程为： 0 1 1 1 1 0 2 2 2 2( ) ( ) 0l A x B y C z D m A x B y C z D        ，具有

（3.8-1）的形式。
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例 1．求通过直线
2 2 1 0

2 2 0
x y z
x y z
   

    
且与平面 1 0x y z    垂直的平面方程.

解. 设所求平面方程为： (2 2 1 0) ( 2 2 0) 0l x y z m x y z         

即 (2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 0l m x l m y l m z l m         .

所求平面 与平面 1 0x y z    垂直，从而两者的法矢垂直，

(2 ) 1 ( 2 ) 1 ( 2 ) 1 0l m l m l m          ，

即 2 0l m  ，取 2l  得 1m  

所 求 平 面 方 程 为 ： 2(2 2 1 0) ( 2 2 0) 0x y z x y z          ， 即

3 3 4 0x z   .
例 3 试证两直线

1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2

: 0
:

: 0
A x B y C z D

l
A x B y C z D




   
    

3 3 3 3 3
2

4 4 4 4 4

: 0
:

: 0
A x B y C z D

l
A x B y C z D




   
    

在同一平面上的充要条件是

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

0

A B C D
A B C D
A B C D
A B C D

 .

证： 1 2l l与 共面于  过 1l 且 过 2l

 为以 1l 为轴的平面束中的一个平面，同时 也是以 2l 为轴的平面束中的一个平面

存在不全为零的 1 2,  ，使 的方程为：

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2( ) ( ) 0A x B y C z D A x B y C z D         （Ⅰ）

存在不全为零的 3 4,  ，使 的方程为：

3 3 3 3 3 4 4 4 4 4( ) ( ) 0A x B y C z D A x B y C z D         （Ⅱ）

存在不全为零的 1 2,  与 3 4,  ，使平面（Ⅰ）与（Ⅱ）重合

存在不全为零的 1 2,  与 3 4,  ，使（（Ⅰ）与（Ⅱ）中的 , ,x y z的系数及常数项对
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应成比例，设比为m，即）

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4

0
0
0
0

A A m A m A
B B m B m B
C C m C m C
D D m D m D

   
   
   
   

   
    
    
    

（ 0m  ）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0
0
0
0

A x A y mA z mA w
B x B y mB z mB w
C x C y mC z mC w
D x D y mD z mD w

   
         
    

存在非零解



1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

A A mA mA
B B mB mB
C C mC mC
D D mD mD

 
 


 
 

0m


1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

A A A A
B B B B
C C C C
D D D D

 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

0

A B C D
A B C D
A B C D
A B C D



二．平行平面束

1. 定义 空间中平行于同一平面的所有平面的集合叫做平行平面束

2. 平行平面束的方程

Th3.8.2. 若两个平面 1 1 1 1 1: 0A x B y C z D     ， 2 2 2 2 2: 0A x B y C z D    

为平行平面（ 1 1 1 2 2 2: : : :A B C A B C ），则方程：

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) 0l A x B y C z D m A x B y C z D        ⑦

表示平行平面束，平面束里任何一个平面都和 1 2 或 平行，其中 ,l m是不全为零的任意实

数，且 1 2 1 2 1 2: : : :m l A A B B C C    。

此定理的证明方法与 Th3.8.1的证明类似，故略

推论 由平面 : 0Ax By Cz D     决定的平面束（即与平面 平行的全体平面）的

方程为： 0Ax By Cz     ，其中是任意实数（当取定一个值时，就表示与 平行

的一个平面）

例 2. 求与平面3 4 0x y z    平行且在oz轴上的截距等于-2的平面方程.

解. 所求平面 与平面3 4 0x y z    平行（即为由平面3 4 0x y z    所决
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定的平行平面束中的一个平面）

可设 的方程为：3 0x y z     ，为实数.

  在oz轴上的截距等于-2，  过点 (0,0, 2) .

由此得： 2 0, 2     ，故 的方程为：3 2 0x y z    .

7.课堂小结

有轴平面束和平行平面束的方程，会用平面束解决问题

4.布置作业

课本第 137页习题：1、5


