
第五章 二次曲线的一般理论

典型题解

解答题

1. 写出下列二次曲线的矩阵 A 以及 1F (x, y) , 2F (x, y) , 3( , ) :F x y
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2．求二次曲线 2 22 3 4 6 3 0x xy y x y- - - - + = 与下列直线的交点：

（1）5x-y-5=o;         (2)x+2y+2=0;

(3)x+4y-1=0;          (4)x-3y=0;

(5)2x-6y-9=0
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解（1）由5x-y-5=0 得y=5x-5,代入二次曲线方程，得

        x -2x(5x-5)-3(5x-5) -4x-6(5x-5)+3= 0,

整理得

                  -84x +126x-42=0,

即                  2x

即                 （2x-1）(x-1)=0,

所以                 x= 或 1,
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所以二次曲线与直线的交点为（ ,- ）与（1，0）;
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(2)直线方程可改写成

代入二次曲线方程中，得

-2，1)t

即                   5t

得           得t=

从而得二次曲线与直线的交点为

         （ , ）与(
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(3)直线方程可改写成

                    

所以 X=-4,Y=1,x

所以 X,Y)=4 +8-3=21， 将直

线方程代入二次曲线方程中，得

                           21t

              0
0

           t= ，(二重根)

所以二次曲线与直线的交点为（1，）,(二重交点);
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(4)直线方程可改写成 

                      

则 X=3,Y=1,x

所以 X,Y)=0，

所以得方程

                           

得                          t= ，

所以二次曲线与直线
1 1
2 6

的交点为（ ，）;
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(5)直线方程可改写成 

                      

所以 X=3,Y=1,x ，

所以 X,Y)=0，

所以得方程

                           

即                      
21
4

    =0，矛盾！

所以二次曲线与直线无交点;
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求直线 与二次曲线2x 的交点

解  直线方程可改写为

所以

所以（1,1）=0,F

所以得方程 

            0=0

此为恒等式.从而直线落在二次曲线上，所以直线上的每一点都是直线与二次曲线的

交点
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试决定 的值，使得

直线 与二次曲线 交与两个不同的实点；

直线 与二次曲线 交于一点；

直线 与二次曲线 交于两个相互重合

的定点

直线 与二次曲线 有两个共轭虚交点

解 （1）由 x - y +5=0 得 y=x+5,代入二次曲线方程得

2 3 ( 5) 0x x x k- + + + =

即 2x -2x+5+k=0,

因为直线与二次曲线交与不同的实点，所以有

得 k<-4;

(2)将 x=1+kt,y=k +t 带入二次曲线方程中，得

2 23( ) 4(1 ) ( ) 0k t kt k t+ + - + - + =（1+kt）

即 2 2 2(2 6 4 4 1) 1 3 4 0k k k t k k k+ + - - - + + - - =(k +3-4k)t ,

即 2 2 2 2(4 8 5) 3 5 1 0k k t k k- + - + - + =(k -4k+3)t ，

因为直线与二次曲线交于一点，所以

2k -4k+3=0,

即 (k-1)(k-3)=0,

得 k=1 或 k=3;
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  解(3)将x=1+ky代入二次曲线方程得

                  y

即                 (1-2k)y

因为直线与二次曲线交于两个相互重合的点，所以有 

                   1-2k 0且 =(k+1) +4(1-2k)=0,

即                      k 且 6 5 0 'k- + =

所以得                    k=1或k=5;
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将 代入二次曲线方程中得

即       (k-2)t

即         （k-2)t  -(2k-5)t+k+3=0, 

因为直线与二次曲线交于两个虚交点，所以有

22 0 4( 2)( 3) 0,k k k- ¹ D = - - + <且 （2k-5）

即 2k ¹ 且-24k+49<0, 22 4( 2)( 3) 0,k k k¹ D = - - + <（2k-5）

得 k>
24
49

5.求二次曲线 .03242  yxxy 的渐近方向，并指出曲线是属于何种类型

的曲线.

解 由 02),(  XYYX 得

,1:0:0:1:  YXYX 或

因为 ,012 I

所以该二次曲线的渐近方向为 1:0 与 0:1，是双曲型曲线

6.求下列二次曲线的中心；

015825309)1( 22  yxyxyx

.02444)2( 22  yxyxyx

解

（1）设 ),( 00 yxC 为二次曲线的中心，则有
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所以方程组无解，从而二次曲线没有中心；

（2）设 ),( 00 yxC 为二次曲线的中心，则有
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实际上方程组就是方程

,012 00  yx

从而 012  yx 直线上的点都是二次曲线的中心.

7. 当 ba, 满足什么条件时，二次曲线 0436 22  byxayxyx

（1） 有唯一的中心；（2）没有中心；（3）有一条中心直线.

解 .92  aI

（1）当 02 I 即 9a 时，二次曲线有唯一的中心；

（2）当 02 I 即 9a 时，且
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即 9b 时，二次曲线没有中心；

（3）由（1），（2）知当 9,9  ba 时，二次曲线有一条中心直线.

8.求二次曲线 04323 22  yxyxyx 的渐近线.

解 设 ),( 00 yxC 为二次曲线的中心，则有
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解得 ,3,5 00  yx

渐近线方程为

,0)3(2)3)(5(3)5( 22  yyxx

即    ,0)3()5()3(2)5(  yxyx

所以 ,02012  yxyx 或

从而渐近线方程为 02012  yxyx 与 .

9. 试求曲线 01247103 22  yxyxyx 的渐近线.

解: 求曲线的中心，解中心方程组
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 yx 所以中心为（
4
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4
9
 ）；再求渐近方向，由

,07103 22  YXYX

即    ,073  YXYX

得渐近方向为  �3:7: 11 YX 或  .1:1: 22 �YX

所以所求的渐近线为
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即 011146  yx 与 .0122  yx

10．求通过点 )2,1(),1,2(),1,1(  且以直线 x+y-1=0 为渐进线的曲线方程。

解 以直线 x+y—1=0 为渐进线的二次曲线可以写成

0)(1  DCByAxyx ）（

又因为点 )2,1(),1,2(),1,1(  都在二次曲线上，

所以有 0 DCBA ,

0)2(4
0)2(2



DCBA

DCBA

②-①得 ，03  CBA

③-①得 ,0573  CBA

由④，⑤得 CBA ::
3:3:)2(

73
13

35
31

:
57

11




：

将上式代入①可得

4:)3(:)3(:2:: CBA .

所以求二次曲线为 04)332)(1(  yxyx ，

即 07532 22  xyxyx .



11. 曲线 03422  yxyxyx 经过点 )1,2(  处的切线方程.

解 因为 F（－2，－1）＝4＋2＋1－2－4＋3＝4，
所以点（－2，－1）不在曲线上，设过点（－2，－1）的直线方程为

X＝－2＋Xt，

Y＝－1＋Yt，

t 为参数,X:Y 为直线的方向.

又因为 F 1(－2,－1)＝(－2)＋
2
1
 (－1)＋

2
1
＝－2,

F 2 (－2,－1)＝
2
1
 (－2)＋(－1)＋2＝0,

所以根据直线与二次曲线相切的条件得

(－2X)²－4(X²＋XY＋Y²)＝0,

即 (X＋Y)Y＝0,

所以 X:Y＝1:(－1)或 X:Y＝1:0，

显然 1:(－1)与 1:0 都不是已知二次曲线的渐进方向.

所以切线方向为

x＋y＋3＝0与 y＋1＝0.

12.曲线 8565 22  yxyx 经过点 )22,0( 处的切线方程.

解 设过点（0,2, 22 ）的切线与已知二次曲线相切于点（x 0,y 0）,那么

切线方程为

5x 0x＋3(x 0y＋y 0x)＋5yy 0－8＝0,

即 （5x 0＋3y 0）x＋(3x 0＋5y 0)y－8＝0,

因为它通过点（0, 22 ）,所以（0, 22 ）满足上述方程，将（0, 22 ）代入

方程化简得

3x 0＋5y 0－ 22 ＝0， ①

另一方面，（x 0,y 0）在二次曲线上,所以有

5x 0²＋6x 0y 0＋5y 0²＝8 ②

联立①,②得切点坐标为

x 0＝－ 2 x 0＝ 2

与

y 0＝ 2 y 0＝－
5
2

从而切线方程为



－2 2 x＋2 2 y－8＝0 与 11x＋5y－10 2 ＝0,

即 x－y＋2 2 ＝0与 11x＋5y－10 2 ＝0.

13.曲线 0122 22  yxyxyx 经过点 )2,0( 处的切线方程.

解 设过点(0,2)的切线与已知二次曲线相切与点（x 0 ,y 0），那么切线

方程为

2x 0x－ 2
1
(x 0y＋y 0x)－y 0y－ 2

1
(x＋x)－(y＋y 0)－1＝0,

即 (2x 0－ 2
1
y 0－ 2

1
）x－(

2
1
x 0＋y 0＋1)y－

2
1
x 0－y 0－1＝0,

因为切线通过点（0,2），所以

－2（
2
1
x 0＋y 0＋1）－

2
1
x 0－y 0－1＝0,

即 x 0＋2y 0＋2＝0, ①

因为点（x 0,y 0）在二次曲线上，所以又有

2x 0²－x 0y 0－y 0²－x 0－2y 0－1＝0， ②

联立①，②得切点坐标为

x 0＝0，

y 0＝－1

而(0,－1)为二次曲线的奇异点，从而经过点(0,－1)的任意直线都为二次曲

线的切线，又因为切点经过点(0,2),所以过点（0,2）的切线方程为

x＝0.

14.求二次曲线 2 2( , ) 2 4 3 0F x y x xy y x y       在点（2,1）处的切线与

法线方程.

解 因为 2,1) 0F( ，所以点（2,1）为曲线上的点，

而 1
1( , ) 1,
2

F x y x y   2
1( , ) 2,
2

F x y x y   

所以 1 2
5(2,1) , (2,1) 2,
2

F F  

因为点（2,1）为二次曲线的正常点，从而切线的方程为

,0)1(2)2(
2
5

 yx

即5 4 6 0,x y  



在直角坐标系下，法线的方程为

,0)1(
2
5)2(2  yx

即 01354  yx .

15.试求椭圆的两条垂直相交的切线交点的轨迹。

解: 设椭圆方程为

,12

2

2

2


b
y

a
x

并设具有斜率为 k的切线为

,ckxy  

代入椭圆方程得
  ,12

2

2

2





b
ckx

a
x

即 2 2 2 2 2 2 2 2 2x 2 0b a k cka x a c a b    （ ）

因为直线与椭圆相切，所以有

2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 ) 4( )( ) 0cka b a k a c b a     

解得 ,2222 bkac 

即 2 2 2b ,c a k  

所以切线方程为

2 2 2b ,y kx a k   

与它垂直的切线的斜率为 ,1'

k
k  它的方程为

2
2

2

1 b ,ay x
k k

    

由，得

2 2 2b ,y kx a k    ④

2 2 2b ,ky x a k    ⑤

④的平方+⑤的平方得

   ,)1()1( 222222 bakyxk 

所以 2 2 2 2x y a b   ,



所以所求轨迹为

2 2 2 2x y a b   ,

这是一个圆，圆心在原点，即椭圆的中心，半径为 .22 ba 

注 当切线是垂直于 x轴时，认为 ,k 则 ;01


k
如果切线垂直于 y轴时，

为 0,k  而 
k
1

，或者把两种情况单独拿出来讨论，发现其切线方程也满

足所求的轨迹方程.
16.求曲线x²＋xy＋y²＝0的切线平行于Y坐标轴的切线方程及切点的坐

标.

解 切线平行于 x轴时，设切线方程为 y－a＝0 即 y＝a,代入二次曲线方

程得

x²＋ax＋a²－3＝0，

所以 △＝a²－(a²－3) ＝0,
即 3a²－12＝0,

得 2a  

当 2a  时，有
2 2 1 0x x   ，则 1x   ；

当 2a   时，有
2 2 1 0x x   ，则 1x  .

从而切线方程为

2 0y   与 2 0y   ，

两切线的切点分别为 ( 1, 2), (1, 2)  ；

当切线平行于 y轴时，设切线方程为 0x a  即 x a ，同（i）可得切线方程为

2 0x   与 2 0x   ，

两切线的切点分别为 (2, 1), ( 2,1)  .

17．求二次曲线 2 22 2 2 1 0x xy y x y      的奇异点：

解 设 0 0( , )x y 为二次曲线的奇异点，则

0 0 0 01

0 0 0 02

( , ) 1 0
( , ) 1 0
x y x y
x y x y

F
F

   
     

，

上述两个方程一样，而直线 1 0x y   在二次曲线上，从而直线 1 0x y   上的

点都为二次曲线的奇点.

18．试求经过原点且切直线 4 3 2 0x y   于点 (1, 2) 及切直线 1 0x y   于

点 (0, 1) 的二次曲线方程.

解 设所求的二次曲线方程为

2 2
11 12 22 13 232 2 2 0a x a xy a y a x a y     ，

从而 11 12 131(1, 2) 2a a aF     ， 12 22 232(1, 2) 2 2a a aF     ， 13 233(1, 2) 2a aF    ，



从而切线方程为

1 2( 1) (1, 2) ( 2) (1, 2) 0x yF F      ，

即 1 2 2 1(1, 2) (1, 2) 2 (1, 2) (1, 2) 0x yF F F F          ， ①

因为 (1, 2) 0F   ，所以

2 1 32 (1, 2) (1, 2) (1, 2)F F F     ，

从而①式变成

1 2 3(1, 2) (1, 2) (1, 2) 0x yF F F        ， ②

因为②式即为直线 4 3 2 0x y   ，所以有

31 2
(1, 2)(1, 2) (1, 2)

4 3 2
FF F  




，

11 12 132 4a a a k   ， ③

即 12 22 232 3a a a k   ， ④

13 232 2a a k  ⑤

又因为 12 131(0, 1) a aF     ， 22 232(0, 1) a aF     ， 233(0, 1) aF    从而过

(0, 1) 的切线方程为

31 2
(0, 1) (0, 1) (0, 1) 0yFxF F     ，

与直线 1 0x y   比较之，有

12 13a a    ， ⑥

22 23a a     ， ⑦

23a    ⑧

联立③，④，⑤，⑥，⑦，⑧得

11 12 22 23: : : ( 12) : ( 3) : 2 : ( 2) :1a a a a     ，

所以所求二次曲线方程为

2 212 6 2 4 2 0x xy y x y      ，

即
2 26 3 2 0x xy y x y     .

19．设有共焦点的曲线族
2 2

2 2 1x y
a h b h

 
 

，这里 h是一个变动的参数，作平行于已



知直线 y mx 的曲线的切线，求这些切线切点的轨迹方程.
解 与直线 y mx 平行的直线方程为

y mx h  ，

代入曲线方程中，得

2 2

2 2

( ) 1x mx h
a h b h


 

 
，

所以
2 2

2
2 2 2 2

1 2( ) 1 0m mx x
a h b h b h b h

 
    

   
，

因为直线 y mx   与二次曲线相切，所以有

2 2
2

2 2 2 2

2 1( ) 4( )( 1) 0m m
b h a h b h b h

 
     

   
，

即
2 2

2 2 2 2

1 0
( )( )

m
a h b h a h b h


  

   
，

从而
2 2 2 2( ) ( )b h a h m     ， ①

而切点坐标为 0 22

2 2

1
1

mx
mb h

a h b h


 
 

   
   

  

2

2 2 2

( )
( ) ( )

m a h
b h a h m

 
 

  
，

0 0y mx   ，

所以 0 0y mx   ，且
2 2

2
0 2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

m a hx m a h
b h a h m

 
    

  
，

所以
2

0 0 0( ) ( )y mx x m a h    ，

另一方面由①得

2 2 2 2 2 2
0 0(1 ) ( )b a m h m y mx       ，

所以得
2 2 2 2

0 0
2

( )
1

y mx b a mh
m

  



，

代入②式，整理得

2 2 2 2 2
0 0 0 0( 1) ( ) 0mx m x y my m a b      ，



所以这些切线切点的轨迹方程为

2 2 2 2 2( 1) ( ) 0mx m xy my m a b      .

20. 求二次曲线 2 23 7 5 4 5 1 0x xy y x y      直线 1 0x y   平行的弦的
中点轨迹.

解 因为平行弦的方向为1: ( 1) ，所以与 1 0x y   平行的弦的中点轨迹方程

为

7 7 53 2 ( 5 ) 0
2 2 2

x y x y      ，

即 3 1 0x y   .

21.求通过点（1，-1）且两直线 2x+3y-5=0 与 5x+3y-8=0 为其渐近线的二次

曲线的方程.

解： 设以两直线 2x+3y-5=0 与 5x+3y-8=0 为渐近线的二次曲线为

（2x+3y-5)(5x+3y-8)+λ=0，

观察这个二次曲线方程可知它的渐近线为 2x+3y-5=0 与 5x+3y-8=0,故可知此

假设，它通过点（1，-1），该点坐标满足方程，将（1，-1）代入得

λ=-36

所以所求二次曲线为

（2x+3y-5）（5x+3y-8)-36=0,

即 10x
2
+21xy+9y

2
-41x-39y+4=0.

22.求通过点（3，-3），（3，-7）且以两直线 x-y-10=0 与 x+y+6=0 为一对共

轭直径的二次曲线的方程.

解 设所求的二次曲线为

a11x
2
+2a12xy+a22y

2
+2a13x+2a23y+a33=0, ①

因为它通过点（3，-3），（3，-7），所以有

9a11-18a12+9a22+6a13-6a23+a33=0， ②

9a11-42a12+49a22+6a13-14a23+a33=0， ③

两共轭直经的交点（2，-8）即为二次曲线的中心，所以它满足中心方程组，因

此有

2a11-8a12+a13=0， ④

2a12-8a22+a23=0， ⑤

又因为两直径的方向为

X1：Y1=1：1，X2：Y2=1：（-1），

为一对共轭方向，所以有 a11-a22=0， ⑥

由 ②，③，④，⑤，⑥解得

a11：a12：a22：a13：a23：a33= 1：（-3）：1：（-26）：14:168,

所以所求的二次曲线为 x
2
-6xy+y

2
-52x+28y+168=0

23．求曲线 2 22 4 2 6 0x y x y     通过点 (8,0)的共轭直径方程.

解 1( , ) 2x y xF   ， 2( , ) 2 1x y yF   .

所以共轭于渐近方向 :X Y的直径方程为

( 2) (2 1) 0X x Y y    ，

因为直径过点 (8,0)，所以有



6 0X Y  ，

即 : 1: 6X Y  ，

而 (1,6) 0  ，所以1: 6是曲线的非渐近方向，所以所求直径方程为

2 6(2 1) 0x y    ，

即 12 8 0x y   .

设其共轭直径的方向为 :X Y ，则有

2 0XX YY   ，

所以有 : 12 : ( 1)X Y    ，

所以共轭直径的方程为

12( 2) (2 1) 0x y    ，

即 12 2 23 0x y   .

24．已知抛物线 2 8y x  ，通过点 ( 1,1) 引一弦，使它在这点被平分.

解 设过点 ( 1,1) 的直线方程为

1
1

x Xt
y Yt
  

  
，

代入抛物线方程，得
2(1 ) (8 1 )Yt Xt     ，

即 2 2 (2 8 ) 7 0Y t Y X t    ，

因为弦被点 ( 1,1) 平分，所以有

1 2 0t t  ，

所以 2 8 0Y X  ，

得 : 1: ( 4)X Y   ，

所以弦的方程为







ty
tx

41
,1

即 034  yx .

25．求双曲线
6

2x
-

4

2y
=1 的一对共轭直径 12 方程，已知两共轭直径间的角

是 45 0.

解
6

),(1

xyxF  ，
4

),(2

yyxF  .



设一对共轭直径方程分别为

0),(),( 21  yxkyx FF ，

0),(),( 21  yxkyx FF ，

即 032  kyx ，

032  ykx ，

由 0)( 111222  akkakka 得

0
6
1

4




kk

，

所以有 23 kk ，

因为两直径的角为 045 ，所以有

Cos45 0=
4)3(4)3(

2233
22 



kk
kk

，

即 222 )94()49)(49(
2
1 kkkk  ，

即 2222 )(1621443216)(36)(81 kkkkkkkk  ，

则 22 )(361672)(81 kkkkkk  ，

即 22 )(36)49( kkkk  ，

所以 2)(649 kkkk  ，

因为 23 kk ，所以

3
5

 kk ，

所以有 2)
3
5(3  kk ，

即 0
3
2

3
52  kk ，

所以
1( )( 2) 0
3

k k    ，

所以
1
3

k    或 2k    ，

从而 k = 2 或 k =
3
1
，

所以所求一对共轭直径方程为

2 6 0 2 0x y x y   与 ，

即 3 0 2 0x y x y   与 ，

或 2 6 0 2 0x y x y   与 ，

即 3 0 2 0x y x y   与 .



26．已知二次曲线通过原点，并且以下列两对直线

3 2 0 5 3 0
5 5 4 0 2 1 0
x y y
x y x y
     

       
与 ，为它的两对共轭直径，求这二次曲线的方程.

解 设所求二次曲线方程为
2 2

11 12 22 13 232 2 2 0,a x a xy a y a x a y    

则 1 11 12 13 2 12 22 23( , ) , ( , ) ,F x y a x a y a F x y a x a y a     

由
3 2 0

5 5 4 0
x y
x y
  

   
，

求得中心坐标为
1 3( , )
5 5
 ，所以有

11
12 13

3 0
5 5
a a a   ，

①

12
22 23

3 0
5 5
a a a  

②

因为直线 3 2 0 5 5 4 0x y x y     与 的方向分别为3:1，1:1，且为共轭方向，

所以

11 12 223 4 0a a a   ， ③

而直线5 3 0 2 1 0y x y    与 的方向分别为1: 0，1: 2，且为共轭方向，所以

11 122 0a a  ， ④

由①，②，③，④解得

11 12 22 13 23: : : : ( 2) :1: 2 :1:1a a a a a   ，

所以所求二次曲线方程为

即 .022  yxyxyx

27．求双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

的主直径.

解 双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

的主直径方向与主直径.

因为 01
10

01
11

22

2

2

2221 
ba

b

aI
ba

I ， ，

所以二次曲线为中心曲线，它的特征方程为

2 22 2 2 2 2 0.x xy y x y     



0111- 2222
2 

baba
 ）（ .

解得两特征根为 21
1
a

 ， 22
1
b

 .

求出由 21
1
a

 确定的主方向为

,0:10:11-: 2211  ）（
ab

YX

由 22
1
b

 确定的主方向为

1:011:0: 2222  ）（
ba

YX ，

又因为 2221 ,
b
yF

a
xF  ，

所以双曲线的主直径为

；与 00  yx

28.求椭圆 12

2

2 
b
y

a
x

的主直径.

解 椭圆 12

2

2 
b
y

a
x

的主直径

因为 221
11
ba

I  ， 01
10

01

22

2

2


ba
b

a ，

所以二次曲线为中心曲线,它的特征方程为

0111- 2222
2 

baba
 ）（ ，

解得两特征根 2221
11
ba

  ， .

当 21
1
a

 时，有













Y
a

Y
b

X
a

X
a

22

22

11

11

,

因为 22 ba  ，所以 Y=0，所以由 21
1
a

 确定的主方向为

0:1: 11 YX ，

同样可求出由 22
1
b

 确定的主方向为



1:0: 22 YX ，

又因为     2221 ,
b
yyxF

a
xyxF  ，， ，所以椭圆的主直径为

00  yx 与 .

29.求抛物线 pxy 22  的主方向.

解 抛物线的主方向

抛物线的方程可改写成 02 2  ypx ，

所以 0
10

00
,1 21 


 II ,所以抛物线为非中心二次曲线，它的特征方程为

02   ，

解得两特征根为 0,1- 21   .

由 11  确定的主方向即为飞渐近方向为

  1:010:0: 11 YX ，

由 02  确定的方向为渐近方向为

0:1: 22 YX .

30.求二次曲线 091818585 22  yxyxyx 的主直径.

解 （1） ，， 09
54
45

1055 21  II

所以曲线为中心二次曲线，它的特征方程为

0910-2  .

解特征方程组两特征根为

19 21   ， .

特征根 91  确定的主方向为

  ，1:195:4: 11 YX

特征根 12  确定的主方向为

  ，1:115:4: 22 YX

又因为     954,945, 21  yxyxFyxyxF ， ，所以曲线的主直径为

  0954945  yxyx

与   ，0954)945(  yxyx



即 002  yxyx 与 .

31.求二次曲线 01222  yxxy 的主直径.

解 01-
01
10

000 21  II ， ，

所以曲线为中心曲线，特征方程为

01-2  ，

解特征方程得两特征根为

1-1 2,1   ， .

由特征根 11  确定的主方向为

  1:110:1: 11 YX ，

由特征根 12  确定的主方向为

  1:110:1: 22 YX ，

又因为     1,1, 21  xyxFyyxF ， ，

所以曲线的主直径为

 
    ，与 011

011




xy
xy

即 020  yxyx 与 .

32.求二次曲线 0191011816249 22  yxyxyx 的主方向.

解 ，， 0
1612
129

25169 21 



 II

所以曲线为非中心曲线，它的特征方程为

，025-2 

因此得两特征根 .025 21   ，

由这两特征根所确定的主方向为

非渐近方向

    ，4:3259:12: 11 YX

渐近方向

    3:409:12: 22 YX .



33.求二次曲线 012422  yxyx 的主方向与主直径.

解 ，， 1
10
01

211 21  II

所以曲线为中心曲线，特征方程为

，012-2 

解得特征根是两重根

.121  

从而由特征根对应的主方向为任意方向，从而过中心的人任何直线都是主直径.

34.直线 01  yx 是二次曲线的主直径（即对称轴），点  ，，00  ，，1-1  1,2 在

曲线上，求这曲线的方程.

解 因为曲线过原点，故可设曲线的方程为

022 2313
2

2212
2

11  yaxayaxyaxa ①

求出点  ，，00  ，，1-1  1,2 关于直线 01  yx 的对称点.

设点  ，，00 的对称点为  00 , yx ，因为点  00， 与  00 , yx 连接的线段的中点在直线

01  yx 上，且与直线 01  yx 垂直，所以有

01
22

00 
yx

， ②

011 00  yx ， ③

由②，③得 1,1 00  yx ，

所以点  00， 关于直线 01  yx 的对称点为  1-1- ， ，同样方法可求得  1-1- ， ，

 1,2 关于直线 01  yx 的对称点分别为   3-2-2-0 ，， ，从而二次曲线经过点

 ，，00  1-1- ，  1,2 ,  1-1- ， ,   3-2-2-0 ，， ,从而有

，0222 2313221211  aaaaa ④

，02444 2313221211  aaaaa ⑤

，0222 2313221211  aaaaa ⑥

，044 2322  aa ⑦

，0649124 2313221211  aaaaa ⑧

联立④,⑤,⑥,⑦,⑧解得



，4:)
2
7(:4:)

2
7(:4:::: 2313221211 aaaaa

所以二次曲线的方程为

.087474 22  yxyxyx

35.利用移轴与转轴，化简二次曲线 2 25 4 2 24 12 18 0x xy y x y      的方

程，并画出它的图形.

解 因为 2

5 2
6 0

2 2I    ，所以曲线为中心二次曲线，解方程组

1

2

( , ) 5 2 12 0
( , ) 2 2 6 0
x y x y
x y x y

F
F

   
    

，

得中心的坐标为 2, 1,x y  取 (2,1)为新原点，作移轴

' 2
' 1

x x
y y
 

  
，

原方程变为
2 25( ' 2) 4( '+2)(y'+1)+2(y'+1) 24( ' 2) 12( '+1)+8 =0x x x y     ，

即 2 25 ' 4 ' ' 2 ' 12 0x x y y    ，

再转轴消去 ' 'x y项，设旋转角为 ，则

11 22

12

3cot 2
2 4

a a
a

 
  ，

即
21 tan 3

2 tan 4




 ，

所以 22 tan 3tan 2 0    ，

从而得
1tan
2

  或 tan 2   ，

取
1tan
2

  ，那么
1sin
5

  ，
2cos
5

  ，所以得转轴公式为

1' (2 '' '')
5
1' ( ''+2 '')
5

x x y

y x y

  

 


，

经转轴后曲线的方程化为最简形式



2 24 2(2 '' '') (2 '' '')( '' 2 '') ( '' 2 '') 12 0
5 5

x y x y x y x y        ，

即 2 26 '' '' 12 0x y   ，

或写成标准形式

2 2'' '' 1
2 12
x y

  .

这 是 一 个 椭 圆 ， 它 的 图 形 如 图 5.4 所 示 .

图 5.4

36. 利用移轴与转轴，化简二次曲线 2 22 4 1 0x xy y x y      的方程，并

画出它的图形.

解 因为 2

1 1
0

1 1I   ，所以我们可先转轴，再移轴.

11 22

12

cos 2 0
2

a a
a

 
  ，

从而可取
4
  ，故转轴公式为

1 ( ' ')
2
1 ( '+ ')
2

x x y

y x y

  

 


，

代入原方程得经转轴后曲线的方程为

2 21 1 4 1( ' ') ( ' ')( '+y')+ ( ' ') ( ' ') ( ' ') 1 0
2 2 2 2
x y x y x x y x y x y          ，

即 2 3 2 5 22 ' ' ' 1 0
2 2

x x y    ，

即 23 2 5 2 5 2( ' ) ( ' ) 0
8 4 16

x y    ，

再作移轴

3 2' ''
8

5 2' ''
16

x x

y y


 


  

，

曲线化为最简形式



2 5 2'' ''
4

x y  ，

这是一条抛物线，它的图形如图 5.5 所示 . 图 5.5

37. 利用移轴与转轴，化简二次曲线 25 12 22 12 19 0x xy x y     的方程，

并画出它的图形.

解 因为 2

5 6
36 0

6 0I     ，所以曲线为中心二次曲线，解方程组

1

2

( , ) 5 6 11 0
( , ) 6 6 0

x y x y
x y x

F
F

   
   

，

得中心的坐标为 1x  ， 1y  ，取 (1,1) 为新原点，作移轴

' 1
' 1

x x
y y
 

  
，

原方程变为

25( ' 1) 12( ' 1)( ' 1) 22( ' 1) 12( ' 1) 19 0x x y x y          ，

即 25 ' 12 ' '-36=0x x y ，

再转轴消去 ' 'x y项，设旋转角为 ，则

5 0 5cot 2
12 12

 
  ，

即
21 tan 5

2 tan 12




 ，

所以 26 tan 5 tan 6 0    ，

从而得
2tan
3

  或
3tan
2

   ，

取
2tan
3

  ，则
2sin
13

  ，
3cos
13

  ，

所以得转轴公式为

1' (3 " 2 ")
13
1' (2 "+3y")
13

x x y

y x

  

 


，

经转轴曲线的方程化为最简形式



2 29 " 4 " 36 0x y   ，

或标准形式
2 2" " 1

4 9
x y

  ，

这是一条双曲线，它的图形如图 5.6 所示. 图 5.6

38. 利用移轴与转轴，化简二次曲线 2 22 2 2 0x xy y x y     的方程，并画

出它的图形.

解 因为 2

1 1
0

1 1I   ，所以先转轴，后移轴

cot 2 0  ，

从而可取
4
  ，故转轴公式为

1 ( ' ')
2
1 ( '+y')
2

x x y

y x

  

 


，

代入原方程，得

2' 2 ' 0x x  ，

即 22 1( ' )
2 2

x   ，

再作移轴

2' "
2

' "

x x

y y


 


 

，

从而曲线化为最简形式

2 1"
2

x  . 图 5.7

这是两条平行直线，它的图形如图 5.7 所示， 'y 轴也是所求直线.

39．以二次曲线的主直径为新坐标轴化简方程 2 24 2 10 4 0x xy y x y     ，

并写出相应的坐标变换公式.
解

 2

 
 
 
 
 

已知二次曲线的矩阵是

1 -2 5 

                     -2 -2 2

5  2 0

，



1 21 2 1,I I    
1 2

6,
2 2


 

 

所以曲线的特征方程是

2 6 0,   

解的两个特征根为

1 2=2 = 3  ， 。

因而曲线的两个主方向为

 
 

1 1

2 2

2 2 1 = 2 :1

2 3 1 1 2

X

X Y

   

    

：Y ： ，

： ： ：，

曲线的两条主直径为

   
   

2 2 5 2 2 2 0 ,

2 5 2 2 2 2 0 ,

2 4 0 2 3 0 ,

x y x y

x y x y
x y x y

       

      

     

与

即 与

取上面两条主直径分别为新坐标系的 x y 轴， 轴，则变换公式为

2 3
5 ,

2 4
5

x yx

x yy

   
     


解出 x 与 y 得

5 2 5 1
5 5 ,
2 5 5 2

5 5

x x y

y x


   


   

代入已知曲线方程，得到在新坐标系下的方程为

2 23 2 1 0x y   

或标准形式
2 2

11 1
2 3

y x 
 

它是一条双曲线.

40. 以二次曲线的主直径为新坐标轴化简方程 2 24 4 6 8 3 0x xy y x y      ，



并写出相应的坐标变换公式.

解

  1 2

3

4 2
3 4 1 5, 0,

2 1

4 2 3
2 1 4 25 0,

3 4 3

I I

I


    




     



所以曲线为抛物线，其特征方程为

2 5 =0  ，

两特征根为 1 2=5 =0. ，

非零特征根所确定的主方向为

   1 1 2 : 4 5 2 : 1 ,X    ：Y

它是非渐近方向，共轭于它的主直径为

   2 4 2 3 2 4 0,x y x y      

即 2 2 0,x y  

特征根 2 0  所确定的主方向为

2 2: 2 4 1 2X Y  ： ：，

这是渐近方向。

解方程组

 

2 2

2

4 4 6 8 3 0,
2 2 0

2 6 8 3 0,
2 2 0

6 8 7 0,
2 2=0

9 1 9 1,
10 5 10 5

x xy y x y
x y

x y x y
x y

x y
x y

x y

      


  
      

  
  

   
     
 

的 ，所以抛物线的顶点是 ， ，顶切线的方程为

9 1x+
10 5 ,

2 1

y 






即
12 0.
2

x y  

12x-y+2=0 0
2

y 取主直径 为x轴，顶切线x+2y+ 为 轴，作坐标变换

12
2

5
2 2

5

x y
x

x yy

  
 


    


解出 x,y 得

5 2 5 10 ,
5 5 9
2 5 5 1

5 5 5

x x y

y x y


   


    

代入抛物线的原方程，化简整理得抛物线的简化方程为

25 2 5 0,y x  

它的标准方程为

2 2 5 .
5

y x 

41.化简二次曲线方程: 2 22 0x xy y y    .

解 已知二次曲线的矩阵是

1 1 1
11 1 ,
2

11 0
2

 
 
 
 
 
 
 
 

1 2

1 1
1 1 2, 0,

1 1
I I    

曲线为非中心曲线,它的特征方程为

2 2 0,  

特征根为 1 22, 0.  

曲线的非渐进方向为对应于 1 2  的主方向

: 1:1,X Y 



所以曲线的主直径为

  11 0,
2

x y x y       
 

即
3 0.
4

x y  

求出主直径与曲线的交点,即曲线的顶点为
3 15, ,

16 16
  
 

所以曲线的顶点且以非渐

进主方向为方向的直线为

3 15
916 16 0,

1 1 8

x y
x y

 
   即

这也是过顶点垂直于主直径的直线,取主直径
3 0
4

x y   为新坐标系 x’轴，而

过

曲线的顶点且垂直于主直径的直线
9 0
8

x y  

为 y’轴作坐标变换，它的变换公式为

9
8' ,

2
3
4'

2

x y
x

x y
y

  




  
 

解出 x与 y，

2 2 3' ' ,
2 2 16

2 2 15' '
2 2 16

x x y

y x y


  


    

代入已知方程，经过整理得
22 ' ' 0,

2
y x 

化为标准方程 '2 2 ',
4

y x 

这是一条抛物线.

42.利用不变量判断二次曲线 02234 22  yxyxyx 为何种曲线，并求出



它的简化方程与标准方程.

解 因为 ，，， 0
011
132

121
1

32
21

31 321 









 III

所以 ，而特征方程为0
2

3 
I
I

，0142  

两特征根为 .5252 21   ，

所以曲线的简化方程为

    ，05252 22  yx

标准方程为 .0

52
1

52
1

22









yx

所以二次曲线为两相交直线.

43.利用不变量判断二次曲线 0296422 22  yxyxyx 为何种曲线，并

求出它的简化方程与标准方程.

解 因为 ，，， 0
2932

321
211

1
21
11

3 321 









 III

所以 ，而特征方程为0
2

3 
I
I

，0132  

两特征根为 .
2

53
2

53
21





  ，

所以曲线的简化方程为 ，0
2

53
2

53 22 



 yx

标准方程为 .0
5353

22







yx

此二次曲线为一个点（0,0）.

44.利用不变量判断二次曲线 ayx  为何种曲线，并求出它的简化方



程与标准方程.

解 由 ayx  得

022 222  aaxyxyx ﹙0 ≤ x≤ a，0 ≤ y≤b﹚

则 ，，， 2

2
321 411

11
0

11
11

2 a
aaa
a
a

III 











所以曲线的简化方程为 ，0222 22  xay

即 ，022  axy

标准方程为 axy 22  ﹙0 ≤ x≤a，0 ≤ y≤ a﹚

所以此二次曲线为抛物线的一部分.

45.利用不变量判断二次曲线 04222 22  yxyxyx 为何种曲线，并求

出它的简化方程与标准方程.

解 因为 ，，， 0
411

111
111

0
11
11

2 321 


 III

所以曲线为线心曲线，而 ，10
41

11
41

11
1 





K

所以曲线的简化方程为 .052 2 y

标准方程为 .
2
52 y

故此二次曲线为二平行直线；

46.利用不变量判断二次曲线 0961244 22  yxyxyx 为何种曲线，并

求出它的简化方程与标准方程.

解 ，，， 0
936
312

624
0

12
24

5 321 









 III

所以二次曲线为线心曲线

，0
93
31

96
64

1 



K

所以曲线的简化方程为 05 2 y .



标准方程为 02 y .

所以此二次曲线为两重合直线.

47.按实数的值讨论方程 05222 22  yxyxyx  表示什么曲线？

解   ，， 111
1

1
2 2

21 



 



 II

，)1)(35(
511
11
11

3 




 


I

.152
51
1

51
1

1 ）（ 



 


K

当的值变化时， 1321 KIII ，，， 与随着变化，它们的关系如下表：

 )1,(  1 )
5
3,1( 

5
3

 )0,
5
3( 0 )

5
1,0(

5
1 )1,

5
1( ),1( 

1
- - - - - 0 + + + +

2
+ 0 - - - - - - - +

3
+ + + 0 - - - - - +

1 - - - - - - - 0 + +

从而有

1 0,,0 312  椭圆

1 0,0 32  抛物线

5
31   0,0 32  双曲线

5
3

 0,0 32  一对相交直线

1
5
3

  0,0 32  双曲线

1 0,0,2 132  一对平行的虚直线

 1 0,,0 312  虚椭圆



证明题

1.试证明如果二次曲线

0222 332313
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa

有渐进线，那么它的两渐近方程是

0
)())((2)(

),(
2

0220012
2

011

00







yyayyxxaxxa

yyxx

式中 ),( 00 yx 为二次曲线的中心.

证明 设 ).( yx 为渐近线上的任意点，由于渐近线经过中心 ),( 00 yx 所以有

),(:)(: 00 yyxxYX 

因为 ,0),(  YX 所以

0),( 00  yyxx

而 2
0220012

2
01100 )())((2)(),( yyayyxxaxxayyxx 

从而

是渐近线方程.

2. 试证二次曲线成为线心曲线的充要条件是 ,032  II 成为无心曲线的充

要条件是 .0,0 32  II

证明 我们只要证明线心曲线的充要条件，而无心曲线的充要条件由线心

的充要条件即可得到.

充分性 当 032  II 时，即

,
22

12

12

11

a
a

a
a

 且

332313

232212

131211

3

aaa
aaa
aaa

I 

,0)()()( 2
1222113313122311232213231213  aaaaaaaaaaaaaa

0
)())((2)(

),(
2

0220012
2

011

00






yyayyxxaxxa
yyxx



因为 ,02 I 所以

,0231312
2
231122

2
132312133  aaaaaaaaaaI

即 a 02 2
13222313122311

2  aaaaaaa ,

即 02 2
132313

22

112
23

12

11  aaa
a
a

a
a
a

，

即 02)( 2
132313

12

112
23

2

12

11  aaa
a
a

a
a
a

，

即 0)( 2
1323

12

11  aa
a
a

，

所以
23

13

12

11

a
a

a
a

 ，

从而曲线为线心曲线。

必要性 如果曲线为线心曲线，则有

23

13

22

12

12

11

a
a

a
a

a
a

 ，

从而可知 02 I , 03 I .

3．证明以直线 011  CByxA 为渐近线的二次曲线方程总能写成

0)(111  DCByAxCyBxA ）（ .

证明 设以 011  CByxA 为渐近线的二次曲线为

0222),( 332313
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxayxF 。

它的渐进线为 0, 00  ）（ yyxx ，

其中 ),( 00 yx 为曲线的中心，应为它是关于 00 , yyxx  的二次齐次式，所

以它可以分解为两个一次齐次式之积，从而有

）（ 00 , yyxx  = )(111 CByAxCyBxA  ）（

而 ）（ 00 , yyxx  =
2

0220012
2

011 )())((2)( yyayyxxaxxa 

 )(2)(22 022012012011
2

2212
2

11 yaxaxyaxayaxyaxa



2
0220012

2
011 2 yayxaxa  ，

因为 ),( 00 yx 为曲线中心，所以有

2302201213012011 , ayaxaayaxa  ，

因此 ）（ 00 , yyxx  3300 ),(),( ayxyxF   ，

令 3300 ),( ayx  D ,代入上式就得

DyyxxyxF  ),(),( 00

即 ),( yxF DCByAxCyBxA  )(111 ）（ ，

所以以 0111  CyBxA 为渐进线的二次曲线可写成

0)(111  DCByAxCyBxA ）（ .

4．试证：通过中心二次曲线中心的直线，一定是中心二次曲线的直径。平

行于无心二次曲线渐近方向的直线，一定是无心二次曲线的直径.

证明 先证第一步。设二次曲线的方程为
2 2

11 12 22 13 23 33( , ) 2 2 2 0F x y a x a xy a y a x a y a       .

设 ( , ) 0F x y  为中心二次曲线，设 C(x 0,y 0)为二次曲线的中心，过中心的直线方

程为









Ytyy
Xtx

0

0 ,x

设 ( , )x y 是直线上的点，则有

12 22 1 11 12 2

12 22 1 0 0 11 12 2 0 0

12 22 1 0 0 11 12 11 12 2 0 0 12 22

12 22 1 0 0 11 12 2

( ) ( , ) ( ) ( , )
( ) ( , ) ( ) ( , )
( ) [ ( , ) ] ( ) [ ( , ) ]
( ) ( , ) ( ) (

a X a Y F x y a X a Y F x y
a X a Y F x Xt y Yt a X a Y F x Xt y Yt
a X a Y F x y a Xt a Yt a X a Y F x y a Xt a Yt
a X a Y F x y a X a Y F x

  

       

         

    0 0, )y

因为 F 1 0 0( , )x y = F 2 0 0( , )x y =0,所以有

12 22 1 11 12 2( ) ( , ) ( ) ( , )=0a X a Y F x y a X a Y F x y   ， ①

因为二次曲线为中心二次曲线，所以 2
11 22 12 0a a a  ,而 X ，Y又不全为零，所以

a 12 X a 22 Y，a 11 X a 12 Y 不全为零，而（1）式表示一条直线方程，从而可知过中

心的直线是直径。

当二次曲线为无心曲线时，它的渐近方向为-a 12 :a 11 ，所以平行与渐近方向

的直线可以写成

11a x  12a y + =0,



与无心二次曲线的直径公式比较，并令

 =
YaXa
YaXaa

1211

231311 )(



，

由此解得 11 23 12 11 13: ( ) : ( )X Y a a a a a     ，

方向 11 23 12 11 13: ( ) : ( )X Y a a a a a     一定是非渐近方向，因为如果是渐近方向

的话，那么有

11 13 12 11 13

12 11

( ) ( )a a a a a
a a

   



，

从而得
23

13

12

11

a
a

a
a



与二次曲线是无心曲线的条件
23

13

22

12

12

11

a
a

a
a

a
a

 相矛盾！

所以直线 01211  yaxa

为无心二次曲线的共轭于非渐近方向 )(: 1311122311   aaaaa ）（ 的一条直径.

5．试证明二次曲线两不同特征根确定的主方向相互垂直.

证明 设 ，21   由它们确定的主方向分别为 ，与 2211 :: YXYX 那么有

1 1 111 12 1

1 1 112 22 1

a aX Y X
a aX Y Y




 
  

与 2 2 211 12 2

2 2 212 22 2

a aX Y X
a aX Y Y




 
  

，

所以
1 2 1 2 1 1 2 1 1 21 2 11 12 12 22

=( ) ( )a a a aX X Y Y X Y X X Y Y    

2 2 1 2 2 111 12 12 22
=( ) ( )a a a aX Y X X Y Y  

2 1 2 12 2= X X Y Y  ，

从而得 1 2 1 21 2
( )( ) 0X X Y Y   - ，

因为 1 2  ,，所以 1 2 1 2 0X X Y Y  ，

所以两主方向 1X ： 1Y 与 2X ： 2Y 相互垂直.

6. 试 证 中 心 二 次 曲 线 2 22ax hxy ay d   的 两 条 主 直 径 为

2 2 0,x y  曲线的两半轴的长分别是 .d d
a h a h 

及

证明
2 2

1 2=2 , 0, ,
a h

I a I a h h a
h a

     所以



所以特征方程为 2 2 22 0,a a h    

两特征根为 1 2, .a h a h    

因而曲线的两个主方向为

   1 1

2 2

: : 1: 1 ,
: : 1:1,

X Y h h
X Y h h

   

 

曲线的两条主直径为

   
   

0,

0,

ax hy hx ay

ax hy hx ay

   

   与

即 0 0.x y x y   与

 取它们分别作为新坐标系的x轴，y轴，则坐标变换公式为
















2

2

'

'

yxy

yxx

解出 yx， 得






















22

22
yxy

yxx ，

带入已知曲线方程，得

，dyxayxyxhyxa 






 











 










 











 



22

222222
2

22

即     ，dyhaxha  22

所以标准形式为

.1
22












ha
d
y

ha
d
x

所以曲线的两半轴长分别为
ha

d
ha

d


， .

7. 设 0222 332313
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa 表示两条平行直线,证明



这两条直线之间的距离是 .
4

2
1

1




d

证明 因为二次曲线表示两条平行直线，所以二次曲线可简化为

0
1

12
1 




 y ,

即 2
1

1




y 与 2
1

1




y ,

所以两直线的距离

.42 2
1

2
1

1








d

8. 试证方程 0222 332313
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa 确定一个实圆必

须且需 0,4 312
2
1  .

证明 因为圆是椭圆中两半轴相等的情形,

所以特征方程为

0- 21
2   ,有两等根

所以 04- 2
2

1 

即 2
2

1 4

而椭圆的充要条件是 00 31,2   ，

所以曲线为一个实圆的充要条件是 2
2

1 4 , 031,2  .


