
第二章 轨迹与方程

典型题解

解答题

1.已知两点  2,2A  和 ( )2,2B ,求满足条件 4MA MB
 

- = 的动点M的轨迹方程.

解：动点M在轨迹上的充要条件是 4MA MB
 

- =

记动点M为( ),x y ，则上式用( ),x y 可表示为：

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2 2 2 4x y x y+ + + - - + - =

解之得 ( ) ( )
2 22 2 2x y x y- + - = + -

上式成立则要求 2 0x y  

去根号得 2xy =  2x y 

2. 设动点与点(1,0,0) 的距离等于从这点到平面 x=4 的距离的一半，试求此动

点的轨迹.

解:设所求动点为 ( ), ,M x y z= ，

 M 与点(1,0,0) 的距离等于从这点到平面 x=4 的距离的一半

则 ( )
2 2 2 11 4

2
x y z x- + + = - ，

整理得
2 2 2

1
4 3 3
x y z

+ + = 即为所求.

3.求通过原点及点 ( ),0,0A a ， ( )0, ,0B b ， ( )0,0,C c 的球面方程，且求球心及半径.

解：通过原点的球面方程可设为 2 2 2 0x y z Dx Ey Fz+ + + + + =

又点 ( ),0,0A a ， ( )0, ,0B b ， ( )0,0,C c 在球面上

 2 2 20, 0, 0a Da b Eb c Fc+ = + = + =



则 , ,D a E b F c= - = - = -

 所求球面方程为 2 2 2 0x y z ax by cz+ + - - - =

球面的中心和半径为： , ,
2 2 2
a b c 

 
 

和 2 2 21
2

a b c+ + .

4. 求一条直径的两个端点为 A( )2, 3,5- 与 B( )4,1, 3- 的球面方程.

解：由已知，球面的球心坐标 1
2
35,1

2
13,3

2
42










 cba ，

球的半径 21)35()31()24(
2
1 222 R ，

所以球面方程为：

21)1()1()3( 222  zyx

5.求连结两点 ( )1,2,3A 和 ( )2,1, 4B - 的线段垂直平分面的方程.

解：设垂直平分面上任一点的方程为 ( ), ,M x y z ，由题意知：

MA MB=
 

其中 ( ) ( ) ( )
2 2 21 2 3AM x y z= - + - + -



( ) ( ) ( )
2 2 22 1 4BM x y z= - + + + -



故 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 21 2 3 2 1 4x y z x y z- + - + - = - + + + -

化简得： 2 6 2 7 0x y z- + - =

即所求的垂直平分面的方程.

6.求曲线   cos sinr t i t j t kt   
   

和 2 2 2 10x y z+ + = 的交点.

解 ：   cos sinr t i t j t kt   
   

化 为 坐 标 式 参 数 方 程 得

cos
sin

x t
y t
z t




 








代 入

2 2 2 10x y z+ + = ，得 2 2 2cos sin 10t t tp p+ + = 解得： 3t = ±

 已知曲线与曲面的交点为( )1,0,3- 和( )1,0, 3- - .

7.已知两个球面 2 2 2 6 8 10 41 0x y z x y z       ， 2 2 2 6 2 6x y z x y z    

10 0  ，求以连接它们两中心的线段为直径的球面方程.



解：球面 2 2 2 6 8 10 41 0x y z x y z       写成标准形式为

( ) ( ) ( )
2 2 23 4 5 9x y z- + + + - = 它的中心为 ( )3, 4,5A -

球面 2 2 2 6 2 6x y z x y z     10 0  写成标准形式为

( ) ( ) ( )
2 2 23 1 3 29x y z+ + + + - = 它的中心为 ( )3, 1,3B - -

连接它们两中心的线段为直径的球面方程的中心为
50, , 4
2

M  
 
 

 ，直径为

AB


= 109

 球面方程为 2x +
25

2
y  

 
 2 1094

4
z  

8.求曲线 2 2 2 2=x y z a  和 2 2 =0x y ax  的交线的一般方程和参数方程.

解：交线的一般方程为
2 2 2 2

2 2

=
=0

x y z a
x y ax
 

 





由 2 2 =0x y ax  可得其参数方程为：  
2cos

0
cos sin

x a
y a


 

 
 

 


代入 2 2 2 2=x y z a  得： sinz a q= ±

 sin sinz a a tq= - = 2t  

 交线的参数方程为：  

2cos
cos sin 0 2
sin

x a
y a
z a


   


 
   
 

9.把参数方程  
2cos 1
9

0 2
sin 4cos

x t
y t

t
t


 

 


  
消去参数 t化为普通方程.

解：由题意知：
1cos

2
xt -

= ，
2 2sin

9
x yt - + +

=

 2 2cos sin 1t t+ =

 平方相加得：
( ) ( )

2 21 2 2
1

4 81
x x y- - -

+ =

10.在空间，选取适当的坐标系，求到两定点距离之比为常数的点的轨迹.

解：取二定点的连线为 x轴，二定点连接线段的中点作为坐标原点，且令两距离

之比的常数为m，二定点的距离为 a2 ，则二定点的坐标为 )0,0,(),0,0,( aa  ，设动



点 ),,( zyxM ，所求的轨迹为C，则

222222 )()(),,( zyaxmzyaxCzyxM 

亦即 ])[()( 2222222 zyaxmzyax 

经同解变形得： 0)1()1(2))(1( 2222222  amxmazyxm

上式即为所要求的动点的轨迹方程.

讨论轨迹图形：

()1 .当 1m = 时，轨迹方程化为 0x = ，轨迹为坐标平面 yoz

( )2 .当 1m ¹ 时，轨迹方程可化为
 2

2

2
2

2
2 2

1 2
1 1

a m amx y z
m m

   
 
 
 


   
 
，这时的轨

迹为球面，球心为
 2

2

1
,0,0

1
a m
m

 
 
  




，半径为

2

2
1

am
m -

.

11. 一动点到两定点的距离的乘积等于定值 2m ,求此动点的轨迹.

解:设两定点的距离为 2a ,并取两定点的连线为 x轴, 两定点所连线段的中垂线为

y轴.现有: 2AM BM m  .

设 ( , )M x y 在 Rt BNM 中
22 2( )a x y AM   . (1)

在 Rt BNM 中
22 2( )a x y BM   . (2)

由 (1) (2)两式得: 2 2 2 2 2 2 4 4( ) 2 ( )x y a x y m a     .

12.求通过原点与 )4,0,0(),0,3,1(),0,0,4(  球面的方程.

解：设所求的球面方程为： 0222222  lkzhygxzyx

因该球面经过点 )4,0,0(),0,3,1(),0,0,4(),0,0,0(  ，所以

















0816
06210

0816
0

k
hg

g
l

（1）

解（1）有



















2
2
1

0

k
g
h
l

所求的球面方程为 0424222  zyxzyx

13. 平面 cx  与 0222  xyx 的公共点组成怎样的轨迹.

解：上述二平面的公共点的坐标满足
















cx
ccy

cx
xyx )2(02 222

从而：（Ⅰ）当 20  c 时，公共点的轨迹为：











cx
ccy )2(

及










cx
ccy )2(

即为两条平行轴的直线；

（Ⅱ）当 0c 时，公共点的轨迹为：







0
0

x
y

即为 z轴；

（Ⅲ）当 2c 时，公共点的轨迹为：







2
0

x
y

即过 )0,0,2( 且平行于 z轴的直线；

（Ⅳ）当 2c 或 0c 时，两图形无公共点.

14.把曲线的参数方程化为一般方程： 4sin , 4sin , 4cosx t y t z t= = =  0 2t   .

解：从已知曲线的参数方程中，消去参数 t，可得曲线的一般方程：

4sin ,
5sin ,
4cos

x t
y t
z t

 








sin
4

sin
5

cos
4

x t

y t

z t












 




2 2

0
4 5

1
4 4

x y

x z

 

       
   


 



2 2

5 4 0
16

x y
x z

 

 


 



15.曲面 zyx 109 22  与三个坐标面的交线分别是什么曲线？

解：曲面 zyx 169 22  与 xoy面 )0( z ， yoz面 )0( x ， zox面 )0( y 的交线分



别为：








0
169 22

z
zyx
,







0
169 22

x
zyx
,







0
169 22

y
zyx

即







0
09 22

z
yx

,






0
169 2

x
zy
,






0
162

y
zx

即为坐标原点；顶点在原点以 z轴为对称轴，且处在 yoz面上的抛物线；以及顶

点在原点，以 z轴为对称轴，且处在 zox面上的抛物线.

16.求空间曲线
2

2

4 0
0

y z
x z

  


 
的参数方程.

解: 令 2y t ,代入方程 2 4 0y z  得 2y t 再将所得结果代入方程 2 0x z  得

4x t  .从而知曲线的参数方程为

4

2

2
x t
y t
z t

  
 
 

17.求空间曲线







1
022

xz
zyx

对三个坐标面的射影柱面方程.

解：从方程组







1
022

xz
zyx

分别消去变量 zyx ,, ，得： 0)1( 22  zyz

亦即： 01322  zyz （Ⅰ）

01  xz （Ⅱ）

0122  xyx （Ⅲ）

（Ⅰ）是原曲线对 yoz平面的射影柱面方程；

（Ⅱ）是原曲线对 zox平面的射影柱面方程；

（Ⅲ）是原曲线对 xoy平面的射影柱面方程.

18．在空间，选取适当的坐标系，求到两定点的距离之和为常数 8的点的轨迹（其

中两定点距离为 4）.

解：取二定点的连线为 x轴，二定点连接线段的中点作为坐标原点，设动点



),,( zyxM ，求的轨迹为C

则  , ,M x y z C  2 2 2 2 2 2( 2) ( 2) 8x y z x y z- + + + + + + =

即 2 2 2 2 2 2( 2) 8 ( 2)x y z x y z- + + = - + + +

两边平方且整理得： 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(4 2 ) 4 4 4 (4 2 )x y z- + + = - （1）

解（1）得： 2 2 212 16 16x y z+ + = 16 12

即：
2 2 2

1
16 12 12
x y z

+ + =

19. 求两坐标面 xOy和 xOz所成二面角的平分面方程.

解：由题意知：所求的平分面上的点到两坐标平面 xOy和 xOz的距离相等.

因此点 ( ), ,M x y z 在平分面上的充要条件是 z y=

所以 z y 

则所求的平分面方程为 0z y+ = ， 0z y- = .

20.建立球心在点 0 0 0 0( , , )M x y z 、半径为 R的球面方程.

解：设 ( , , )M x y z 是球面上任一点，根据题意有

0| |MM R= 即 ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0x x y y z z R- + - + - =

所求方程为( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0 0 0x x y y z z R- + - + - =

21.写出各坐标平面、各坐标轴的方程.

解： , ,xOy yOz xOz平面的方程分别为 0, 0, 0z x y= = =

x轴是 ,xOy xOz的交线，则 x轴的方程为
0
0

y
z







同理 y轴、 z轴的方程分别是
0
0

x
z







，
0
0

y
x







.

22.已知两点 ( ) ( )0,0, , 0,0,A a B a- ，求到它们距离平方和为 24a 的点的轨迹.

解：设轨迹上一点 ( ), ,P x y z ，则由题意得
2 2 24PA PB a+ =



则 ( ) ( )
2 22 2 2 2 24x y z a x y z a a+ + - + + + + =

即 2 2 2 2x y z a+ + = 即所求轨迹为一球面.

23.导出到两点 ( ) ( )0, 5,0 , 0,5,0A B- 的距离之差为 6的点的轨迹方程.

解：记轨迹上一点为 ( ), ,P x y z ，则 6PA PB- =
 

代入数据得 ( ) ( )
2 22 2 2 25 5 6x y z x y z+ - + - + + + =

平方的
2 2 2

1
16 9 16
x y z

- + = -

24.求平面 yOz与以点 ( )5, 2,1C - 为中心，半径为 13的球面的交线的方程.

解：平面 yOz的方程为 0x =

以点 ( )5, 2,1C - 为中心，半径为 10的球面方程为

( ) ( ) ( )
2 2 25 2 1 169x y z- + + + - =

所求的交线为( ) ( )
2 22 1 144y z+ + - = ，即是 yOz平面上以( )2,1- 为圆心，以12为

半径的圆.

25.求下列三个曲面的交点：

2 2 2 49, 3 0, 6 0x y z y z+ + = - = + =

解：由题意知： 2 2 2 49, 3 0, 6 0x y z y z+ + = - = + =

联立曲面的方程得： 3, 6y z= = - 代入 2 2 2 49x y z+ + =

得 2x = ±

 所求曲面的交点为( )( )2,3, 6 , 2,3, 6- - -

26. 取何值时直线






0154
0623

zyx
zyx


与 z轴相交?

解：直线







0154
0623

zyx
zyx


与 z轴相交，则有交点坐标为  z，，00 ，



由直线方程得







015
062

z
z


，求得 5

27.一定点绕 z轴做角速度为w的圆周运动，同时以速度 0v 做平行于该直线的匀

速直线运动，这个动点的轨迹称为圆柱螺线，求圆柱螺线的方程.

解：建立坐标系，设动点的起始位置为 ( ),0,0A a 时刻 t的位

置为 ( ), ,p x y z ，则 0z v t=

设 p点在 xoy平面上的投影为 N，则 0PON wt 

 p点的坐标 , ,x y z满足  
0

cos
sin

x a wt
y a wt
z t

t
v


    







记wt  ，则参数方程可转化为  
cos
sin

x a
y a
z b


 




     
 

消去，得圆柱螺线的一般方程为

2 2 2 ,

sin

x y a
zy a
b

  






28. 平面曲线的普通方程 ( )3 3 0, 0x y axy a+ - = > 化为参数方程.

解：令 ,txy  代入方程 3 3 0x y axy+ - =

得( )3 3 21 0t x atx+ - =

 2 31 0x t x at     

则 0x = 或 31
atx
t

=
+

当 0x 时, ;0y 当 31
atx
t

=
+

时,
2

31
aty
t

=
+

故参数方程为
3

2

3

1

1

atx
t

aty
t













.



29.求经过点( )1,2,5 并且与三个平面均相切的球面的方程.

解：由题意可知球面与三个平面均相切，则球面到平面的距离即半径的长度.

故可设球面方程为( ) ( ) ( )
2 2 2 2x a y a z a a- + - + - =

将点( )1,2,5 得： 3a = 或 5a =

球面的方程为( ) ( ) ( )
2 2 2 23 3 3 3x y z- + - + - = 和

( ) ( ) ( )
2 2 2 25 5 5 5x y z- + - + - =

30.求旋轮线  
sin ,

1 c
0 2

os .
x t t
y t

t 






 

 
的弧与直线

1
2

y = 的交点.

解：将
1
2

y = 代入 1 cosy t= - 得：
3

t 
 

则代入 sinx t t= - 得
3

3
2

x 
  或

3
3
2

x 
  

 交点坐标为
23

3 1,
2





  
 

和
3 1,
2 23

 
   
 

.

证明题

1.证明参数方程为

 

 

 

2 4

2

2 4

4

2 4

1
1

2
1

3
1

tx
t t
ty
t t
tz
t t


 

















 










的曲线是球面曲线.

证明：由() ( ) ( )
2 2 21 2 3+ + 消去参数 t得：

2 4 6 2
2 2 2

2 4 2 41 1
t t t tx y z y

t t t t
+ +

+ + = = =
+ + + +

即
2

2 1
2

x y   
 

2 1
4

z+ =

由      22 1 3  得 2 0y xz- =



所求曲线的一般参数方程为

2
2 2

2

1 1
2 4
0

x y z

y xz

     
 

 







所给曲线在球面
2

2 1
2

x y   
 

2 1
4

z+ = 上，所以这条曲线是球面曲线.

2.证明曲线 2, 2 , 2x t y t z t= = = 所表示的曲线在曲面 ( )2 22 5x y z+ = 上.

证明：把曲线方程 2, 2 , 2x t y t z t= = = 代入曲面方程的左右两边时，有左边

210t= ，右边 2 25 2 10t t   ，即左边=右边

曲线方程满足曲面方程，即曲线 2, 2 , 2x t y t z t= = = 所表示的曲线在曲面

( )2 22 5x y z+ = 上.

3．任何一圆交等轴双曲线 2xy c 于四点 1
1

( , )cP ct
t

, 2
2

( , )cQ ct
t

, 3
3

( , )cR ct
t

及 4
4

( , )cS ct
t

.

那么一定有 1 2 3 4 1t t t t    .

证明：设圆的方程 2 2 2 2 0x y Dx Ey F     .

圆与等轴双曲线交点 ( , )cct
t
,则代入得

2
2 2

2

22 0.c Ecc t Dct F
t t

    

整理得: 2 4 3 2 22 2 0.c t Dct Ft Ect c    

可知 ( 1, 2,3, 4)i  是它的四个根,则有韦达定理 1 2 3 4t t t t   
2

4
2( 1) 1c
c

  .

4.设 , ,P Q R是等轴双曲线上任意三点,求证 PQR 的重心H必在同一等轴双曲线

上.

证明:设等轴双曲线的参数方程为

x ct
cy
t







设点 , ,P Q R的坐标为 1 1( , )P x y , 2 2( , )Q x y , 3 3( , )R x y .

则重心H 1 2 3 1 2 3( , )
3 3

x x x y y y   



代入参数方程得：
2

1
1

cy
x

 ，
2

2
2

cy
x

 ，
2

3
3

cy
x



 把 1 2 3 1 2 3( , )
3 3

x x x y y y   
代入得

2
1 2 3

1 2 33
3

y y y c
x x x

 


 

 PQR 的重心H必在同一等轴双曲线上.

5.证明空间中到定点的距离等于定长的动点的集合是的轨迹是球面.

证明：根据题意记空间中的定点为点 ( ), ,C a b c ，定长为 r

集合中的任意动点记为 ( ), ,M x y z

则依题意得 ( ) ( )
2 22( )x a y b z c r- + - + - =

即 ( ) ( )
2 22 2( )x a y b z c r- + - + - = 这是球面的方程

故空间中到定点的距离等于定长的动点的集合是的轨迹是球面.


