
 

《高等代数（2）》 

授课教案 

 
授课班级：***级数学与应用数学**班 

 

授课教师：****** 

 

授课时间：**年**月至**年**月 

授课地点：星期**，**楼**教室 



课程简介：《高等代数(2)》是数学与应用数学的专业必修课程,是

数学专业考研究生入学考试的必考课程之一，也是理论性和应用性很强的一

门数学基础课。其主要内容包括二次型、线性空间、线性变换、欧几里得空

间等。讲授本课程的任务主要在于培养学生培养抽象的逻辑思维能力与推理

论证能力；进一步掌握代数中的论证方法,熟练的运算能力与技巧, 提高分析

问题、解决问题的能力,为进一步学习其它后继课程打下坚实的基础。 

 

教学目的：通过本课程的教学，使学生对高等代数乃至代数学的思想

和方法有较深刻的认识, 提高他们的抽象思维、逻辑推理和运算的能力；使

学生初步掌握基本的、系统的代数知识和抽象的、严格的代数方法，进而加

深对中学代数的理解；使学生能应用代数思想和方法去理解与处理有关的问

题, 培养与提高代数的理论分析问题与解决问题的能力；为学生今后学习近

世代数、离散数学、数值计算、泛函分析等后续课程提供所需的基础理论知

识；使学生在智能开发、创新能力培养等方面获得重要的平台。 

 

教学要求：在整个教学过程中，加强基本运算能力、抽象思维能力、逻辑推

理能力以及解决实际问题的能力的培养。通过本课程的教学，应使学生较系

统地掌握高等代数的基础理论和基本方法，提高逻辑思维和推理论证能力，

并具备较熟练的计算能力和分析问题的能力，为学习后继课程打下基础。主

要以讲授为主、学生参与习题演练为辅等教学方式进行授课，期末以闭卷考

试方式进行考核。
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第五章  二次型 

5.1 二次型及其矩阵表示 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.理解二次型、线性替换的概念； 

2.掌握二次型与对称矩阵的一一对应关系； 

3.掌握矩阵的合同. 

二、教学重点 

1.二次型及二次型的矩阵表示； 

2.非退化线性变换的作用. 

三、教学难点 

非退化线性变换的作用 

四、教学过程 

（一）问题导入 

在解析几何中，当坐标原点与中心重合时，一个有心二次曲线的一般方程是 

fcybxyax  22 2 .                           （1） 

为了便于研究这个二次曲线的几何性质，我们可以选择适当的角度 ，反时针方向转轴 

               








,cossin

,sincos





yxy

yxx
                        （2） 

把方程（1）化成标准方程 2 2 1.mx ny   .在二次曲面的研究中也有类似的情况. 

例 1 求曲线 2 25 4 5 13x xy y   ，反时针方向转轴 45 度或 135 度，代入曲线方程中可

得 2 27 3 13x y   或 2 23 7 13x y   ，于是该曲线是一个椭圆. 

（1）的左端是一个二次齐次多项式.从代数的观点看，所谓化标准方程就是用变量的

线性替换（2）化简一个二次齐次多项式，使它只含平方项.二次齐次多项式不但在几何中

出现而且在数学的其它分支、物理、力学中也会碰到.这一章将介绍它的一些基本的性质. 
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（二）二次型的定义及其矩阵表示 

1.二次型的定义 

设 p是一数域，一个系数在数域 p中的 nxxx ,,2,1  的二次齐次多项式

2 2 2

1 2 11 1 12 1 2 1 1 22 2 2 2( , , , ) 2 2 2n n n n n nn nf x x x a x a x x a x x a x a x x a x         （3）

称为数域 p 上的一个 n元二次型，简称二次型. 

例如 2 2 2

1 2 3 1 1 2 1 3 2 2 3 3( , , ) 3 2 4 3f x x x x x x x x x x x x      是有理数域上的一个三元二次型.

也可以说是实二次型或复二次型. 

为了以后讨论上的方便，在（3）中， ji xx （i<j）的系数写成 ija2 ，而不简单的写成 ija . 

2.二次型的矩阵 

令 ,ijji aa  i<j.由于 i j j ix x x x ，所以二次型(3)可以写成 

 2

1 2 11 1 12 1 2 1 1( , , , )n n nf x x x a x a x x a x x     2

21 2 1 22 2 2 2n na x x a x a x x    

 2

1 1 2 2n n n n nn na x x a x x a x   
1 1

.
n n

ij i j

i i

a x x
 

                                 （5） 

把（5）的系数排成一个 nn 矩阵 A=





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

，                    （6） 

称之为二次型（5）的矩阵.由 ,,,1,, njiaa jiij  得 A = A .于是二次型的矩阵都是对称的. 

例 2 已知二次型 2 2( ) 4 ,f x, y x xy y   求其矩阵 A. 

例 3 已知二次型 2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4( ) 3 4 2 4 6 8 4 ,f x ,x ,x ,x x x x x x x x x x x x x x x         求其

矩阵 A. 

（三）线性替换 

1.线性替换的定义 定义 1 设 nn yyxx ,,;,, 11  是两组文字，系数在数域 P 中的一组关系式 



















nnnnnn

nn

nn

ycycycx

ycycycx

ycycycx









2211

22221212

12121111

,

,

                   （4） 

称为由 nxx ,,1  到 nyy ,,1  的一个线性替换，或简称线性替换. 
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若系数行列式 0ijc ，则称线性替换（4）为非退化的. 

若把（2）看作线性替换，则它就是非退化的，这是因为




sin

cos





cos

sin
01 . 

不难看出，如果把（4）代入（3），那么得到的 nyy ,,1  的多项式仍然是二次齐次的.换句

话说，线性替换把二次型变成二次型. 

研究二次型在非退化的线性替换下的变化情况就是本章的主要目的.在讨论二次型

时，矩阵是一个有力的工具，因此先把二次型与线性替换用矩阵来表示. 

2.线性替换的矩阵表示 

令 X=





















nx

x

x


2

1

.于是，二次型可以用矩阵的乘积表示出来： 

 
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



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     =  nxxx ,,, 21 

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







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n

i

jiij xxa
1 1

. 

故 .),,,( 21 AXXxxxf n
  

二次型（3）的矩阵 A 的元素，当 ji  时 jiij aa  正是它的 ji xx 项的系数的一半，而 iia

是 2

ix 项的系数，因此二次型和它的矩阵是相互唯一决定的.由此还能得到，若二次型 

             1 2, , nf x x x X AX X BX    

且 BBAA  , ,则 A=B. 

令 C






















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n

n
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







21

22221
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. 
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于是线性替换（4）可以写成 ,
2

1

21

22221

11211

2

1






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




或者 X=CY. 

（四）矩阵的合同及其性质 

经过一个退化的线性替换，二次型还是变成二次型. 

1.问题 1：经过非退化的线性替换后的二次型与原来的二次型之间有什么关系，也就是说，

找出替换后的二次型的矩阵与原二次型的矩阵之间的关系. 

若二次型
1 2

( , , , )
n

f x x x X AX X BX   且 BBAA  , ,则 BA  . 

令
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
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于是线性替换（4）可以写成 
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

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2

1

或者 CYX  . 

经过一个非退化的线性替换，二次型还是变成二次型，替换后的二次型与原来的二次

型之间有什么关系，即找出替换后的二次型的矩阵与原二次型的矩阵之间的关系. 

设 AAAXXxxxf n
 ,),,,( 21                               (7)  

是一个二次型，作非退化线性替换 

CYX                                (8) 

得到一个 nyyy ,,, 21  的二次型 BYY  ，下面研究一下矩阵 A与B 的关系. 

把(8)代入(7)，有 1 2( , , , ) ( ) ( ) ( ) .nf x x x X AX CY A CY Y C ACY Y C AC Y Y BY           矩阵

ACC 也是对称的，由此即得 B 、C AC 都是该二次型的矩阵，所以 B C AC . 

2.矩阵的合同及其性质 

定义 2 数域 P 上两个 n阶矩阵 A，B 称为合同的，如果有数域 P 上可逆的 nn 矩阵C ,使

得 

ACCB  . 

合同是矩阵之间的一个关系，具有以下性质: 
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1) 自反性:任意矩阵 A都与自身合同. 

2) 对称性:如果 B 与 A合同,那么 A与B 合同. 

3) 传递性:如果 B 与 A合同,C 与 B 合同,那么C 与 A合同. 

因此，经过非退化的线性替换，新二次型的矩阵与原来二次型的矩阵是合同的。这样把二

次型的变换通过矩阵表示出来，为以下的讨论提供了有力的工具。 

问题 2：在变换二次型时，为什么总是要求所作的线性替换是非退化的？ 

从几何上看，这一点是自然的因为坐标变换一定是非退化的。一般地，当线性替换 

CYX   

是非退化时，由上面的关系即得 

XCY 1 . 

这也是一个线性替换，它把所得的二次型还原.这样就使我们从所得二次型的性质可以推知

原来二次型的一些性质. 

五、小结 

自己想想这次课主要学会了哪些内容？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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5.2 二次型的标准型 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:4 学时 

一、教学目标 

掌握标准形的概念及化法 

二、教学重点 

化二次型为标准形的方法（配方法） 

三、教学难点 

化二次型为标准形的方法 

四、教学过程 

(一)问题导入 

二次型 1 2( , , , )nf x x x 经过非退化线性替换 X=CY 化为只包含平方项的二次型 

22

22

2

11 nnxdxdxd   .                              （1） 

称形如（1）为二次型 1 2( , , , )nf x x x 的一个标准形. 

如何想办法把一般的二次型化为其标准形？ 

例 1 利用配方的思想化二次型 2 2

1 2 1 1 2 2( , ) 6 2f x x x x x x   为标准型. 

例 2 化二次型 1 2 3 1 2 2 3( , , ) 4 12f x x x x x x x  为标准型. 

（提示：令 1 1 2 2 1 2,x y y x y y    可以化为含有平方项） 

问题：任意一个二次型都可以经过非退化的线性替换化为标准形？ 

(二)配方法及其证明 

定理 1 数域 P 上任意一个二次型都可以经过非化线性替换变成平方和（1）的形式. 

证明  （利用归纳法）参见教材第 211—214 页 
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易知，二次型（1）的矩阵是对角矩阵， 

 

1 1

2 22 2 2

1 1 2 2 1 2

0 0

0 0
, , , .

0 0

n n n

n n

d x

d x
d x d x d x x x x

d x

  
  
     
  
  
  

 

反过来，矩阵为对角形的二次型就只包含平方项.按上一节的讨论，经过非退化的线性替换，

二次型的矩阵变到一个合同的矩阵，因此用矩阵的语言，定理 1 可以叙述为： 

定理 2 在数域 P 上，任意一个对称矩阵都合同于一对角矩阵. 

定理 2 也就是说，对于任意一个对称矩阵 A都可以找到一个可逆矩阵C 使 ACC  

成对角矩阵. 

3.二次型的标准型 

二次型 ),,,( 21 nxxxf  经过非退化线性替换所变成的平方和称为 ),,,( 21 nxxxf  的标

准形. 

例 3 利用配方法化二次型 32312121 622),,,( xxxxxxxxxf n  为标准形. 

例 4 利用配方法化二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 3 4 4 8f x x x x x x x x x x x x      化为标准形，

并求所用的线性替换及变换矩阵. 

(三)配方法的矩阵形式 

如何将一个对称矩阵施行合同变换化为对角矩阵？ 

1. ,011 a 这时的变量替换为



















 




.

,

,
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

令



















 




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1 1

1
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1
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1







 naaaa

C , 

则上述变量替换相应于合同变换 11 ACCA


  

为计算
11 ACC

 ，可令  


















nnn

n

n

aa

aa

Aaa









2

222

1112 ,,, .   于是 A和 1C 可写成分块矩阵 
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











 

















1

1

11

1

1

11 1
,

nEO

a
C

A

a
A






,这里 为 的转置， 1nE 为 1n 级单位矩阵. 

这样

1 1
11 11 1111 11

1 1 1 1 1

11 1 1 1 11 1 111 1

1 1 1
.

n n n

O a a a Oa a
C AC

a E A O A a O A aO E O E

  

     

 

  

  

                                     

矩阵  1

111 aA 是一个 )1()1(  nn 对称矩阵，由归纳法假定，有 )1()1(  nn 可逆矩阵

G 使 DGaAG   )( 1

111  为对角形，令 









GO

O
C

1
2

, 

于是 






































 DO

Oa

GO

O

aAO

Oa

GO

O
CACCC

11

1

111

11

2112

11


, 

这是一个对角矩阵，我们所要的可逆矩阵就是 21CCC  . 

2. 011 a 但只有一个 0iia . 

这时，只要把 A的第一行与第 i 行互换，再把第一列与第 i 列互换，就归结成上面的情

形，根据初等矩阵与初等变换的关系，取

列i

iPC



































100000

010000

000001

000100

000010

001000

),1(1

















i 行 

显然 ),1(),1( iPiP  .矩阵 ),1(),1(11 iAPiPACC 


就是把 A的第一行与第 i 行互换，再把第一

列与第 i 列互换.因此， 11 ACC


左上角第一个元素就是 iia ，这样就归结到第一种情形. 

3. ,,,2,1,0 niaii  但有一 .1,01  ja j  

与上一情形类似，作合同变换 ),2(),2( jAPjP   
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可以把 ja1 搬到第一行第二列的位置，这样就变成了配方法中的第二种情形.与那里的变量

替换相对应，取



























1000

0100

0011

0011

1











C  

于是 11 ACC


的左上角就是 








 12

12

20

02

a

a
, 

也就归结到第一种情形. 

4. .,,2,1,01 nja j   

由对称性， .,,2,1,1 nja j  也全为零.于是 









1

0

AO

O
A , 

1A 是 1n 级对称矩阵.由归纳法假定，有 )1()1(  nn 可逆矩阵G 使 DGAG 
1  

成对角形.取 









GO

O
C

1
， ACC 就成对角形. 

例 5 利用矩阵的合同变换化二次型 323121321 622),,( xxxxxxxxxf  成标准形. 
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（四）用初等变换的办法将二次型化为其标准型 

如何将一个对称矩阵施行合同变换化为对角矩阵？ 

由本节 P214 定理 2 知，对任意一个对称矩阵 A 都可以找到一个可逆矩阵 C 使 ACC 成

为对角矩阵.由于 C 可逆，由第四章定理 6(p191)知，存在初等矩阵 1 2, , , kP P P , 有 

1 2 kC PP P
 

于是 

   1 2 1 2 2 1 1 2k k kPP P A PP P P P P APP P                            （*） 

为对角矩阵. 

这说明，任意一个实对称矩阵 A，可以经过一系列相同类型的初等行、列变换化为对

角形矩阵. 这里所谓的相同类型的初等行、列变换指的是：每对 A 进行一次行变换，紧接

着对 A 进行一次相同类型的列变换. 

又因为 1 2 1 2k kC PP P EPP P  所以，对 A 作的列变换同样施加于 E，即得变换 

矩阵 C . 于是就有 

用初等变换法化二次型为标准形的方法是：将二次型的矩阵 A 与单位矩阵 E 构造矩

阵 B 

A
B

E

 
   
 

对 B 作相同的初等行、列变换，直到 B 中的子块 A 成为对角矩阵, 则 B 

中原来对应于 E 的部分即为线性变换矩阵. 对角矩阵的主对角线上的元素即为标准形的

系数. 

例 6 用初等变换法化二次型 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 6f x x x x x x x x x   为标准形. 

解 该二次型对应的矩阵为

0 1 1

1 0 3 .

1 3 0

A

 
 

  
  

构造矩阵 B 
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0 1 1

1 0 3

1 3 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

B

 
 


 
 

  
 
 
  
 

2 0 0

0 2 0

0 0 6

1 1 3

1 1 1

0 0 1

 
 


 
 

   
 

 
  
 

 

所以二次型的标准形为 2 2 2

1 2 32 2 6 ,f y y y   所用线性替换为

1 1 2 3

2 1 2 3

3 3

3 ,

,

.

x y y y

x y y y

x y

  


  
 

. 

思考：1. 用初等变换法化二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 312 3 12 12 24 8f x x x x x x x x x       为标准形. 

2.想想不同的同学施行的合同变换不一样，最后得到的对角矩阵不同，即二次型的标

准型不一样，但有哪些的共同的特征，能否把它们统一成同一个对角矩阵呢？） 

五、小结 

1.学会用配方法化二次型为其标准型了吗？ 

2.你能把对称矩阵利用合同变换化为对角矩阵了吗？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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5.3 唯一性 

教学的时间：****年  月  日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.掌握复数、实数域上二次型的规范形的唯一性；2.掌握惯性定理及其作用. 

二、教学重点     实二次型和复二次型的规范形 

三、教学难点     惯性定理的证明 

四、教学过程 

（一）问题引入  二次型 ),,,( 21 nxxxf  经非退化的线性替换 CYX  得到一个

nyyy ,,, 21  的二次型
1 2( , , , ) ( ) ( ) ( ) .nf x x x X AX CY A CY Y C ACY Y C AC Y         这说明经

过非退化的线性替换之后的二次型的矩阵时C AC .由于线性替换 CYX  是非退化的，从

而 C 可逆，所以矩阵C AC 与 A 的秩相等。这就是说，经过非退化线性替换后，二次型矩

阵的秩是不变的. 标准形的矩阵是对角矩阵，而对角矩阵的秩就等于它对角线上不为零的

平方项的个数.因之，在一个二次型的标准形中，系数不为零的平方项的个数是唯一确定

的，与所作的非退化线性替换无关，称二次型矩阵的秩为二次型的秩. 

二次型 32312121 622),,,( xxxxxxxxxf n  （上次课的例题）要求学生作线性替

换 CYX  .第 1 组


















010

11

31

2
1

2
1

C ；第 2 组


















100

11

31

2
1

2
1

C ；第 3 组
























4
1

2
1

2
1

2

1100

61

C ； 

3 个组的同学得到的二次型不一样，这说明二次型的标准形不是唯一的，而与所作的非退

化线性替换有关.要求同学想想有没有办法统一。 

下面只就复数域与实数域的情形来进一步讨论唯一性的问题. 

（二）复数域的情形 

设 ),,,( 21 nxxxf  是一个复系数的二次型，由本章定理 1，经过一适当的非退化线性

替换后， ),,,( 21 nxxxf  变成标准形，不妨假定化的标准形是 

ridydydyd irr ,,2,1,0,22

22

2

11   .            (1) 

易知 r 就是 ),,,( 21 nxxxf  的矩阵的秩.因为复数总可以开平方，再作一非退化线性替换 
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1 1

1

1 1

1

1
r r

r

r r

n n

y z
d

y z
d

y z

y z

 







 

 


 

                               (2) 

(1)就变成 

               22

2

2

1 rzzz                               (3) 

(3)就称为复二次型 ),,,( 21 nxxxf  的规范形.显然，规范形完全被原二次型矩阵的秩所决

定，因此有 

定理 3 任意一个复系数的二次型经过一适当的非退化线性替换可以变成规范形，且

规范形是唯一的. 

定理 3 换个说法就是，任一复数的对称矩阵合同于一个形式为 diag(1,1,…,1,0,0,…,0)

的对角矩阵，其中 1 的个数为 r 个，r 是该二次型的秩。从而有两个复数对称矩阵合同的

充要条件是它们的秩相等. 

（三）实数域的情形 

设 ),,,( 21 nxxxf  是一实系数的二次型.由本章定理 1，经过某一个非退化线性替换，

再适当排列文字的次序，可使 ),,,( 21 nxxxf  变成标准形 

           ,22

11

22

22

2

11 rrpppp ydydydydyd                     (4) 

其中 rrid i ;,,2,1,0  是 ),,,( 21 nxxxf  的矩阵的秩.因为在实数域中，正实数总可以开

平方，所以再作一非退化线性替换 

                           





























,

,

,
1

,
1

11

1

1

1

nn

rr

r

r

r

zy

zy

z
d

y

z
d

y





                           (5) 

(4) 就变成： 

,22

1

22

2

2

1 rpp zzzzz                        (6) 

(6)就称为实二次型 ),,,( 21 nxxxf  的规范形.显然规范形完全被 pr, 这两个数所决定. 
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定理 4 任意一个实数域上的二次型，经过一适当的非退化线性替换可以变成规范形，

且规范形是唯一的.（这个定理通常称为惯性定理） 

定义 3 在实二次型 ),,,( 21 nxxxf  的规范形中，正平方项的个数 p 称为 ),,,( 21 nxxxf 

的正惯性指数；负平方项的个数 pr  称为 ),,,( 21 nxxxf  的负惯性指数；它们的差

rpprp  2)( 称为 ),,,( 21 nxxxf  的符号差. 

虽然实二次型的标准形不是唯一的，但是由上面化成规范形的过程可以看出，标准形

中系数为正的平方项的个数与规范形中正平方项的个数是一致的，因此，惯性定理也可以

叙述为：实二次型的标准形中系数为正的平方项的个数是唯一的，它等于正惯性指数，而

系数为负的平方项的个数就等于负惯性指数. 

（四）实数域、复数域上对称矩阵与 

定理 5 （1）任一复对称矩阵 A都合同于一个下述形式的对角矩阵： 





































OO

OI r

0

0

1

1




. 

其中对角线上 1 的个数等于 A的秩. 

（2）任一实对称矩阵 A都合同于一个下述形式的对角矩阵： 

















 

000

00

00

pr

p

I

I

,  

其中对角线上 1 的个数 p 及-1 的个数 pr  （ r 等于 A的秩）都是唯一确定的，分别称为 A

的正、负惯性指数，它们的差 rp 2 称为 A的符号差. 

例 1 在实数域和复数域化二次型 32312121 622),,,( xxxxxxxxxf n  为规范形，

并指出其正惯性指数、负惯性指数、符号差、秩.（之前的例题） 

例 2 在实数域和复数域化二次型   2 2

1 2 3 1 2 1 2 1 3 2 3, , 3 2 2 6f x x x x x x x x x x x     为规范

形，并指出其正惯性指数、负惯性指数、符号差、秩. 
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五、小结 

1.实二次型和复二次型化为规范型如何处理？ 

2.如何计算二次型的惯性指数以及符号差？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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5.4 正定二次型 

教学的时间：****年  月  日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.掌握正定二次型与正定阵的概念和判别法. 

二、教学重点 

正定二次型定义与正定阵的判别法. 

三、教学难点 

正定二次型与正定矩阵的判别法 

四、教学内容 

正定二次型与正定矩阵在工程技术和最优化等问题中有着广泛的应用，讨论多元函数

极值的充分条件也要用到它.在这一节中，本节给出它的定义以及常用的判别条件. 

(一)正定二次型的定义 

1.定义 4 实二次型 ),,,( 21 nxxxf  称为正定的，如果对于任意一组不全为零的实数

nccc ,,, 21  都有 0),,,( 21 ncccf  . 

例 1 判断下列实二次型是不是正定的？ 

（1） 22

2

2

121 ),,,( nn xxxxxxf    

（2） 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 2f x x x x x x x x     

2.两个基本结论 

（1）实二次型 2 2 2

1 2 1 1 2 2( , , , )n n nf x x x d x d x d x    正定的充要条件 dd
ii
  >>  00  ,,  ii  ==  11,,  22,,  ……  ,,  nn  .. 

（2）设 ),,,( 21 nxxxf  是实二次型，经过非退化实线性替换会不会改变正定性？ 

设实二次型 ,,),,,(
1 1

21 jiij

n

i

n

j

jiijn aaxxaxxxf 
 

                (1) 

是正定的，经过非退化实线性替换 CYX                                (2) 

变成二次型      ,,),,,(
1 1

21 jiij

n

i

n

j

jiijn bbyybyyyg 
 

             (3) 



文山学院数学与工程学院                 高等代数（2）教案                  第五章 二次型                   

5.4 正定二次型 18 

则 nyyy ,,, 21  的二次型 ),,,( 21 nyyyg  也是正定的吗？ 

令 nyyy ,,, 21  分别等于
nkkk ,,, 21  且不全为零，由 CYX  即











































nn k

k

k

C

c

c

c


2

1

2

1

得到

nccc ,,, 21  不全为零. 若不然由于 C 可逆，则齐次线性方程组 0CK 得
nkkk ,,, 21  只能全

为零，这矛盾了. 

又因为 ),,,(),,,(),,,(),,,( 21

2

1

21

2

1

2121 n

n

n

n

nn kkkg

k

k

k

ACCkkk

c

c

c

Accccccf 





 













































以及 ),,,( 21 nxxxf  是正定的，所以 0),,,( 21 nyyyg  . 

非退化实线性替换保持正定性不变. 

如何判断一个二次型是不是正定的？用定义吗？ 

（二）、正定二次型的判别以及正定矩阵相关概念 

1.惯性指数法 

定理 6 实数域上二次型 ),,,( 21 nxxxf  是正定的 它的正惯性指数等于 n . 

证明 设二次型 ),,,( 21 nxxxf  经过非退化实线性替换变成标准形 

2 2 2

1 1 2 2 n nd y d y d y                                   (4) 

),,,( 21 nxxxf  当且仅当(4)是正定的，而(4)是正定的充要条件 0, 1,2, , .id i n   

定理 6 说明，正定二次型 ),,,( 21 nxxxf  的规范形为 

                  22

2

2

1 nyyy                                   (5) 

定义 5  如果二次型 AXX  正定，则称实对称矩阵 A 称为正定的. 

因为二次型（5）的矩阵是单位矩阵 E，所以一个实对称矩阵是正定的它与单位矩

阵合同. 

推论 1 实对称矩阵 A 正定的充要条件是存在可逆矩阵 C，使得 A = C
T
C. 
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推论 2 正定矩阵的行列式大于零.（这是因为 ACCE  ，两边去行列式即可.） 

例 2  证明：若 A 是正定矩阵，则 A
-1
也是正定的. 

证明  由 A是正定矩阵知，A 是实对称矩阵，(A
-1

)
T 

= (A
T

)
-1

 = A
-1

，所以 A
-1

也是实对称

矩阵. 

下证其正定性,方法很多. 

方法一  对二次型 X
T

A
-1

X 作非退化线性替换 X=AY，得 X
T

A
-1

X=Y
T

A
T

A
-1

AY=Y
T

AY，

由 A 是正定矩阵得 Y
T

AY 是正定的，而且非退化的线性替换不改变其正定性，从而 X
T

A
-1

X

也是正定的，即 A
-1
也是正定的. 

方法二  由于正定矩阵 A 合同于单位矩阵 E，即存在可逆矩阵 C 使得 C
T

AC=E，两边

取逆得：C
-1

A
-1

（C
T

）
-1

= C
-1

A
-1

（C
-1

）
T

 =E，故 A
-1
合同于单位矩阵 E，因此 A

-1
是正定矩阵. 

方法三  由于正定矩阵 A 知，A=C
T

C，两边取逆得：A
-1

=C
-1

(C
T

)
 -1

 = C
-1

(C
-1

)
T

 

=((C
-1

)
T

)
T

((C
-1

)
T

)，因此 A
-1
是正定矩阵.

 

例 3  判断二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( , , )f x x x x x x x x x x     是不是正定的. 

基于惯性指数和秩，方法一是利用配方法化二次型为标准型，方法二是利用合同变换

法化矩阵为对角矩阵. 

2.顺序主子式法             (把二次型化为标准形或规范形来判断二次型的正定不

是一件很容易的事，所以考虑从二次型的矩阵来判别这个二次型是否正定.) 

定义 6 子式 

),,2,1(

21

22221

11211

ni

aaa

aaa

aaa

H

iiii

i

i

i 









  

称为矩阵 nnijaA )( 的顺序主子式. 

定理 7  实二次型 AXXxxaxxxf
n

i

n

j

jiijn


 1 1

21 ),,,(  是正定的矩阵 A的顺序主子

式全大于零. 
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证明 （必要性）构造一个 k元二次型
1 2

1 1

( , , , )
k k

k k ij i j

i j

f x x x a x x
 

 k=1,2,…,n.（ 只需

证该 k元二次型正定的从而其行列式大于 0.） 

对于任意不为零的数组 kccc ,,, 21  有 )0,,0,,,,(),,,( 2121  kkk cccfcccf  ，这里

0,,0,,,, 21  kccc 不全为零， 0)0,,0,,,,( 21  kcccf .这就证明了正定二次型的矩阵 A 的

顺序主子式全大于零. 

(充分性)用数学归纳法证明 

当 n = 1 时，f (x
1
) = a

11
x

1

2

, 由条件 a
11

 > 0 显然有 f ( x
1 
) 是正定的. 

假设充分性的论断对于 n - 1 元二次型已成立, 现在来证 n 元的情形. 

矩阵 A 可以分块成
1

T

nn

A
A

a





 
  
 

既然 A 的顺序主子式全大于零，当然 A1的顺序主子

式也全大于零.  

由归纳法假设，A1 是正定矩阵，换句话说，有可逆的 n-1 级矩阵 G 使 G
T

A
1
G = E

n – 1
 

令 1 ,
1

G O
C

O

 
  
 

于是
T

1T

1 1 T
11 nn

A G OG O
C AC

a OO





     
      

   

T

1

T
.n

nn

E G

G a






 

  
 

 

再令
T

1

2 ,
1

nE G
C

O


 

  
 

有 

T T
1T T 1 1

2 1 1 2 T T1 1

n n n

nn

E O E G E G
C C AC C

G G a O

 

 

  
   

    
    

 
1

T T

n

nn

E O

O a GG 

 
  

 
 

取 C = C
1
C

2
，a

nn
-

T

GG
T

 = a , 就有 T (1,1, ,1, )C AC diag a 两边取行列式，|C|

2

 |A|= a . 

由条件|A|>0 得 a>0 . 这就说明，矩阵 A 与单位矩阵合同，所以，A 是正定矩阵，或者说

二次型二次型 AXXxxaxxxf
n

i

n

j

jiijn


 1 1

21 ),,,(  是正定的. 

例 4  判定二次型   

2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( , , )f x x x x x x x x x x      

是否正定. 

方法一  用定理 7 顺序主子式是否全大于零判断 

方法二  把该二次型化为标准型或规范型，看正惯性指数是否等于 3. 
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（三）实二次型的其他类型及其判别法 

定义 7 设 ),,,( 21 nxxxf  是一实二次型，如果对于任意一组不全为零的实数 nccc ,,, 21 

都有 0),,,( 21 ncccf  ,那么 ),,,( 21 nxxxf  称为负定的；如果都有 0),,,( 21 ncccf  ，那么

),,,( 21 nxxxf  称为半正定的；如果都有 0),,,( 21 ncccf  ，那么 ),,,( 21 nxxxf  称为半负定的；

如果它既不是半正定又不是半负定，那么 ),,,( 21 nxxxf  就称为不定的. 

由定理 7 不难看出负定二次型的判别条件.这是因为当 ),,,( 21 nxxxf  是负定时，

),,,( 21 nxxxf  就是正定的. 

定理 8 对于实二次型 AXXxxxf n
),,,( 21  ，其中 A是实对称的，下列条件等价： 

（1） ),,,( 21 nxxxf  是半正定的； 

（2）它的正惯性指数与秩相等； 

（3）有可逆实矩阵C ，使 























nd

d

d

ACC


2

1

 

其中 nidi ,,2,1,0  ； 

（4）有实矩阵C 使 CCA  . 

（5） A的所有主子式皆大于或等于零。（不是顺序主子式而是主子式．．．．．．．．．．．．） 

注意，在（5）中，仅有顺序主子式大于或等于零是不能保证半正定性的.例如 





















2

1

21

2

221
10

00
),(),(

x

x
xxxxxf  

中其顺序主子式都等于，但是很显然这是半负定二次型，而且是半正定的. 

例 5  判定二次型 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 1 2 1 3( , , , ) 5 6 4 4 4f x x x x x x x x x x x      正定性.（负定的） 

五、小结 

1 请叙述二次型正定、矩阵的正定的定义. 
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2.归纳判断二次型是否为正定二次型的方法？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 


