
主要内容 

向量组等价 

向量组的线性相关性 

用定义判别线性相关性 

第 三 节     向量组的线性相关性 

线性相关性的判别定理 

极大线性无关组 

方程组与向量组的关系的进一步研究 



一、向量组等价 1.  线性表出 

【问题提出】                      一个混凝土生产企业可以生产出三种型号

不同的混凝土，它们具体的配方比例如下表所示： 

  型号1混凝土 型号2混凝土 型号3混凝土 

水 
10 10 10 

水泥 22 26 18 

沙子 32 31 29 

石头 53 64 50 

煤炭灰 0 5 8 



【关系建立】 首先将三种型号的混凝土分别表示为 

  型号1 型号2 型号3 

水 10 10 10 

水泥 22 26 18 

沙子 32 31 29 

石头 53 64 50 

煤炭灰 0 5 8 
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问：现在客户要求混凝土中含水，水泥，沙子，石头，

煤炭灰的配比分别为：24，52，73，133，12，那么，能

否用这三种混凝土配出满足其要求的混凝土？ 

b1
T =(24，52，73，133，12) 



【关系建立】 
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简记为 

1 1 1 2 2 3 3    b k k k

                              客户要求的混凝土是否能被这三种型号的

混凝土表示的问题就转换成 



例 设有方程组 
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则方程组所对应的向量组为 

)1,4,1,2(),4,5,2,4(),1,3,1,2( 321  

定义 9    向量  称为向量组 1, 2, …, s 的一 

个线性组合，如果有数域 P 中的数 k1 , k2 , … , ks, 

使  = k11 +k22 + …+s . 

这时也称向量  可由向量组1, 2, …, s 线性表出. 

此时，3 =31 - 2.  



2.  n 维单位坐标向量 

设 
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则称向量 1 , 2 , …, n 为 n 维单位坐标向量. 

问题：任一 n 维向量  = (a1 , a2 , … , an ) 能否 

由 n 维单位坐标向量线性表出? 

因为  = a11 + a2 2 + … + ann . 



例 设有方程组 
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则方程组所对应的向量组为 

)1,4,1,2(),4,5,2,4(),1,3,1,2( 321  

因为 3 =31 - 2 ，则方程组的第三个方程是多余的， 

去掉它也不影响方程组的解. 

因为满足第一、第二个方程的解一定满足第三个方程 

问题：线性表出在线性方程组中的意义? 

方程组的解完全由前两个方程确定,第三个方是多余的. 



【问题提升】                        第二家生产混凝土企业，也可以生产出三

种不同型号的混凝土，它们具体的配方表如下表所示： 

型号1混泥土 型号2混泥土 型号3混泥土 

水 12 8 9.5 

水泥 26.4 20.8 17.1 

沙子 38.4 24.8 27.55 

石头 63.6 51.2 47.5 

煤炭灰 0 4 7.6 

第二家生产的这三种混凝土是否可以代替第一家企业的三种混凝土？ 

问题： 



【问题分析】    设第二家生产的三种型号的混凝土分别表示为 
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  型号1 型号2 型号3 

水 12 8 9.5 

水泥 26.4 20.8 17.1 

沙子 38.4 24.8 27.55 

石头 63.6 51.2 47.5 

煤炭灰 0 4 7.6 

 则该问题转向量组 1 2 3, ,   能否被向量组              线性表出？ 1 2 3, ,  

第一家企业的三种产品可以代替第二家企业的产品吗？ 

1 2 3, ,   则该问题转向量组 能否被向量组 1 2 3, ,   线性表出？ 



3.  两个向量组等价的定义 

定义 10    如果向量组 1 , 2 , … , t 中每一个向量 

i ( i = 1, 2 , …, t ) 都可以经向量组1, 2, …, s线性表出，  

那么向量组 1 , 2 , … , t 就称为可以经向量组1, 2,  

…, s 线性表出. 

如果两个向量组互相可以线性表出，它们就称为等价. 

例如，设 

).1,1,0(,)2,0,1(

;)0,2,1(),1,1,1(
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求向量组 1 , 2 与向量组 1 , 2 是否等价？ 



2)  对称性：如果向量组  1 , 2 , … , t  与 

1, 2, …, s 等价，那么向量组 1, 2, …, s 也与 

1 , 2 , … , t  等价. 

3)  传递性：如果向量组 1 , 2 , … , t  与 

1, 2, …, s 等价， 1, 2, …, s 与 1 , 2 ,…, p 等价 

那么向量组  1 , 2 , … , t  与 1 , 2 ,…, p 等价. 

4.  等价向量组的性质 

1)  反身性：每一个向量组都与它自身等价. 



二、向量组的线性相关性 

1.  定义 

定义 11    如果向量组 1 , 2 , … , s  (s  2)中 

有一个向量可以由其余向量线性表出，那么向量组 

1 , 2 , … , s  称为线性相关的. 

)1,4,1,2(),4,5,2,4(),1,3,1,2( 321  

例如，向量组 

是线性相关的，因为 3 =31 - 2 . 



问：任意一组包含零向量的向量组一定是线性相关吗？ 

定义 11    向量组 1 , 2 , … , s  (s  1) 称为线性相关， 

如果有数域 P 中不全为零的数 k1 , k2 , … , ks , 使  

 k11 + k22 + ... +kss = 0. 

问：1.定义 11与定义 11的区别和联系？ 

2.能否证明当n大于等于2时，它们是一致？ 



定义 12    一向量组1 , 2 , … , s  (s  1) 不线性相关， 

即没有不全为零的数 k1 , k2 , … , ks , 使 

 k11 + k22 + ... +kss = 0. 

就称为线性无关； 或者说，一向量组 1 , 2 , …,  

s  称为线性无关，如果由 

 k11 + k22 + ... +kss = 0 

可以推出 

 k1 =  k2 = … =  ks = 0 . 



2.  向量组与其部分组的线性相关性的关系 

若一向量组的部分组线性相关，则该向量组线性相关； 

若一向量组线性无关，则它的任何一个非空的部分组 

也线性无关. 

证明 设向量组1 , 2 , … , s , … , r  (s  r) 

的一个部分组,不妨设为1 , 2 , … , s 线性相关，  

即有不全为 0 的数 k1 , k2 , …, ks ，使 

 k11 + k22 + ... +kss = 0 . 

由上式显然有  k11 + k22 + ... +kss + 0s+1 + … + 0r = 0 . 



因为k1 , k2 , …, ks 不全为 0 ，所以 

k1 , k2 , …, ks , 0, … , 0 

也不全为 0，因而1 , 2 , … , s , … , r 线性相关. 

设1 , 2 , … , s , … , r 线性无关，不妨假设 

它的一个部分组 1 , 2 , … , s  线性相关，则由上 

述已证的结论知，1 , 2 , … , s , … , r 线性相关 

矛盾，所以它的任何一个非空的部分组都是线性 

无关的. 



        3. 特殊向量组线性相关的充要条件       

a1 , a2 的分量对应成比例.  

 2)   由两个向量a1 , a2 线性相关的充要条件是:  

a = 0. 

1) 由一个向量构成的向量组 A: a 线性相关的充要条件是:  

例如  向量组 :    1 21 1 2 , 3 3 6a a   

因为    -3a1 + a2 = 0,  

所以线性相关.而这两个向量的对应分量的比都是1/3. 
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图3-6 

        4.   向量组线性相关的几何意义 

M1(1,2) 

M2(2,4) 

M3(3,6) 

      在直线 y =2x 取三点M1, M2 , M3 , 作三个向量:  

)21(11 ,OMa  )4,2(22 OMa

)6,3(33 OMa

线性相关的几何意义是: a1 , a2 共线.  

这三个向量中的任意两个向量

构成的向量组都是线性相关的. 

 1)   由两个 2 维向量构成的向量组 A: a1 , a2  



2) 由 3 个 3 维向量构成的向量组线性相关的几何意义是 
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图3 – 7  

作三个向量:  

在  上取四点: M1(1,1,1) , M2(2,0,1) , M3(0,2,1) , R(0,0,3) , 

这 3 个向量共面.  如给定平面  : x+y+z =3. 

向量组 a1 , a2 , a3 线性相

关,因为 2a1 - a2 - a3 = 0. 



三、用定义判别线性相关性 

例 1    判别 n 维单位坐标向量组 
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的线性相关性. 



例 2    判断向量组 

)1,4,1,2(),4,5,2,4(),1,3,1,2( 321  

的线性相关性. 

解    设有 3 个数 x1 , x2 , x3 , 使 x11 + x22 + x33 = 0 . 

这个向量等式对应的线性方程组为 
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当然有非零解. 

故向量组1 , 2 , 3 线性相关. 

用消元法求解得，它有无穷多解， 



用定义判别向量组 i = ( ai1 , ai2 , … , ain ) , i = 1, 2, … , s 

的线性相关性的方法是： 设有 s 个数  x1 , x2 , … , xs , 使 

 x11 + x22 + ... + xss = 0 . 

该向量方程所对应的线性方程组为 
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若该线性方程组有非零解，则向量组1 , 2 , … , s  线性相关； 

若它只有零解，则向量组1 , 2 , … , s  线性无关. 
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四、线性相关性的判别定理 

判别方法 1    设向量组 

i = ( ai1 , ai2 , … , ain ) , i = 1, 2, … , s 

线性无关. 在每一个向量上添一个分量所得到的 n + 1 维 

的向量组 

i = ( ai1 , ai2 , … , ain , ai, n+1) , i = 1, 2, … , s 

问： 1 , 2 , …, n线性相关性？. 
这个结论能否推广到
添几个分量的情形？ 

答：线性无关，而且可以推广. 



i = ( ai1 , ai2 , … , ain ) , i = 1, 2, … , s 

证明 因为向量组 

线性无关， 
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只有零解. 

要找向量组 i = ( ai1 , ai2 , … , ain , ai, n+1) , i = 1, 2, … , s 

线性相关性，                       只需要找到方程x1 1 + x2 2 + … +xn n = 0 

是否有非零解. 

所以方程x1 1 + x2 2 + … +xn n = 0只有零解.  

也就是 



只需证明它对应的线性方程组 
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是否有非零解. 因为方程组 (2) 中的前 s 个方程即为方程 

组 (1) ，所以方程组 (2) 的解全是方程组 (1) 的解. 

方程组 (1) 只有零解，因而方程组 (2) 也只有零解. 

综上，向量组 1 ，2 ， … ，n 也线性无关. 



判别方法 2（定理 2 ） 

设 1 , 2 , … , r  与 1 , 2 , … , s 是两个向量组. 如果 

1)  向量组 1 , 2 , … , r 可以经1 , 2 , … , s线性表出，  

2)  r > s , 

那么向量组 1 , 2 , … , r  线性相关性？  

分析： 为了证明向量组 1 , 2 , … , r  必线性相关， 

只需找一组不全为零的数k1 , k2 , … , kr , 使 

k11 + k22 + ... + krr = 0 . 

这也就是要证明 x11 + x22 + ... + xrr = 0 有非零解. 

答：线性相关 



因为向量组 1 , 2 , … , r 可以经1 , 2 , … , s线性表出，  

1 11 1 21 2 31 3 1s st t t t        

2 12 1 22 2 32 3 2s st t t t        

1 1 2 2 3 3r r r r sr st t t t        
所以 x11 + x22 + ... + xrr = (t11 x1 + t12 x2 +…+ t1r xr ) 1 + 

 (t21 x1 + t22 x2 +…+ t2r xr ) 2 +…+ 

(ts1 x1 + ts2 x2 +…+ tsr xr ) s 

要想使x11 + x22 + ... + xrr= 0，可以考虑 

已知 r > s， 

从而左边的 方程组 

有非零解.  
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为了证明1 , 2 , … , r 线性相关，只要证可以找 

到不全为零的数 k1 , k2 , … , kr , 使 

 k11 + k22 + ... + krr = 0 . 

为此，作线性组合 
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如果我们能找到不全为零的数 x1 , x2 , … , xr , 使 

1 , 2 , … , s  的系数全为零，那就证明了1,2, …, 

r 线性相关性. 这一点是能够做到的，因为由条件 

2)，即 r > s ，齐次方程组 


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中未知量的个数大于方程的个数，根据定理1 

它有非零解. 证毕 



证明 因为每个 n 维向量都可以被 n 维单位向量 

1 , 2 , … , n , 线性表出，且 n +1 > n , 所以必线性相关. 

问题1 如果向量组1 , 2 , … , r 可以经1 , 2 , … , s  

线性表出，且 1 , 2 , … , r 线性无关， 

问题2  任意 n + 1 个 n 维向量线性相关性？ 

问题3  两个线性无关的等价的向量组,所含有向量的个数

是否相等？ 

那么 r 与 s的大小关系？ 答：r  s 

答: 线性相关 

答: 相等 



五、极大线性无关组 

1.  定义 

定义 13    一个向量组的一个部分组称为一个 

极大线性无关组，如果这个部分组本身是线性无关 

并且从这向量组中任意添一个向量 (如果还有的话),  

所得的部分向量组都线性相关. 

例 3  设有向量组 )1,4,1,2(),4,5,2,4(),1,3,1,2( 321  

求该向量组的极大线性无关组.  提示：31 - 2  = 3 

一个向量组的极大无关组并不是唯一的. 



2.  性质 

性质1   任一极大线性无关组都与向量组本身是否等价？ 

一向量组的任意两个极大线性无关组都是否等价的？ 

答: 等价 

答: 等价 

定理 3 一向量组的极大线性无关组含有相同个数的向量. 



证明 设有向量组 1 , 2 , … , r , … , s ， 

其中1 , 2 , … , r  是它的一个极大线性无关组. 

所谓等价就是它们可以互相线性表出. 因为1 , 2 , … ,  

r 是 1 , 2 , … , s  的一部分，当然可以被这个向 

量组线性表出，即 

i  = 01 + …+ 1i + 0i+1 + …+0s  ,  i = 1,2, …,r . 

下证1 , 2 , … , r , r+1 , … , s 可被1 , 2 , … , r 线性

表出. 

由1 , 2 , … , r是极大线性无关组得 1 , 2 , … , r ，j 线

性相关, 其中 j= r+1, …,s . 

. 

性质1   任一极大线性无关组都与向量组本身是否等价？ 



若不然 l = 0 则1 , 2 , … , r 线性相关，与已知矛盾. 

上式可改写为 

1 2

1 2 , ( ) .r

j r

k k k
r j s

l l l
         

这就是说， j  (r < j  s ) 可被1 , 2 , … , s  线性表出. 

于是证明了向量组与它的极大线性无关组的等价性. 

证毕 

所以 k11 + k22 + … krr + l j = 0 ，且 l  0 .  

由性质 1 可推出如下结论：一向量组的任意 

两个极大线性无关组都是等价的. 



证明 一向量组的任意两个极大线性无关组是等价的， 

再由两个等价的线性无关向量组所含的向量个数相同. 

由此即得定理 3 . 证毕 

3.  向量组的秩 

定义 14    向量组的极大线性无关组所含向量的个数 

称为这个向量组的秩. 

定理 3 一向量组的极大线性无关组含有相同个数的向量. 

例如,向量组 )1,4,1,2(),4,5,2,4(),1,3,1,2( 321  

的秩为 多少？ 答：秩为 2 .   



1)  一个向量组线性无关的充分必要条件是 

它的秩与它所含向量的个数相同. 

2)  等价的向量组必有相同的秩. 

3)  全部由零向量组成的向量组没有极大线性无关组， 

规定其秩为零. 

关于向量组的秩的性质： 



六、方程组与向量组的关系的进一步研究 

设有线性方程组 
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它所对应的向量组为 

i = ( ai1 , ai2 , … , ain ) , i = 1, 2, … , s 



设另有一个方程 b1x1 + b2x2 + … + bnxn = d,         ( B ) 

它对应的向量为  = ( b1 , b2 , … , bn ,d ). 则  是 

1 , 2 , … , s  的线性组合 

 = l11 + l22 + … + lss  

B = l1(A1) + l2(A2) + … + ls(As), 

当且仅当 

即方程 ( B ) 是方程 (A1), (A2), … , (As) 的线性组合.  

容易验证，方程组 (A1), (A2), … , (As) 的解一定满  

足方程( B ) . 
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进一步设方程组 

它对应的向量组为1 , 2 , … , r , 若1 , 2 , … , r  

可经1 , 2 , … , s  线性表出，则方程组(A1), (A2),  

… , (As) 的解是方程组 (B1), (B2), … , (Br) 的解.  

当1 , 2 , … , s 与 1 , 2 , … , r 等价时，两个方程组 

同解. 



小结和作业 

2020年4月28日9时39分 

1. 请叙述数线性相关和线性无关的定义，及其判断向量

组线性相关性的方法. 

2.请叙述极大线性无关组及其在解线性方程组中的作用. 

3.作业见学习通. 

3.3  向量组的线性相关性 


