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一、问题的提出 

X=BY  

二次型f=XTAX  二次型f=YT (BTAB)Y  

=d1y1
2 + d2y2

2 + … + dryr
2 ,     di  0, i = 1, 2, … , r. 

问题1 

秩(A)与秩(BTAB)是否相等？  二次型经过非退化线性替换所得的标准形中，系数

不为零的平方项的个数是唯一确定的，与所作的非

退化线性替换无关. 称二次型矩阵的秩为二次型的秩. 



求 f=2x1x2 + 2x1x3 -6x2x3经线性替换(1)和(2)所得的结果？ 

1 1

2 2

3 3

1 3 1

1 1 1

0 1 0

x u

x u

x u

    
    

      
    
    

问题2 

化成的标准形为 
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二次型的标准形不是唯一的，与所作的非退化线性

替换有关. 

问题：如何在一般数域P上，进一步“规范”  平

方项非零系数的形式？ 



二、复数域的情形 

设 f ( x1 , x2 , … , xn ) 是一个复系数的二次型. 

经过一适当的非退化线性替换后f ( x1 , x2 , … , xn ) 

化成标准形， 不妨假设它的标准形是 

d1y1
2 + d2y2

2 + … + dryr
2 ,     di  0, i = 1, 2, … , r , 

其中 r 是 f ( x1 , x2 , … , xn ) 的矩阵的秩. 

因为复数总可以开平方，所以再作一非退化线性替换 
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f = d1y1
2 + d2y2

2 + … + dryr
2 ,     di  0,  

i = 1, 2, … , r ,就化成z1
2 + z2

2 + … + zr
2 . 

称为复二次型 f ( x1 , x2 , … , xn ) 的规范形. 

问：这里的 r是怎么确定的？ 

r 是 f ( x1 , x2 , … , xn ) 的矩阵的秩. 

定理 3    任意一个复二次型，经过一 

适当的非退化线性替换可以变成规范形，且

规范形是唯一的. 



定理 3   任一复数的对称矩阵A合同于一个形式为 

的对角矩阵，其中

r是A的秩. 

从而有，两个复数对称矩阵合同的充分必要条件是它

们的秩相等. 
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例1 求 f=2x1x2 + 2x1x3 -6x2x3在复数域上的规范形， 

并写出所作的非退化的线性替换. 

化成的标准形为 
2 2 2

1 2 32 6 2u u u 

解 

经线性替换 
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得f=2x1x2 + 2x1x3 -6x2x3在复

数域上的规范形 
2 2 2

1 2 3 .y y y 
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因为 

所以 



二次型 f=2x1x2 + 2x1x3 -6x2x3经线性替换 
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化成的标准形为 

2 2 2

1 2 32 6 2u u u 

三、实数域的情形 

得f=2x1x2 + 2x1x3 -6x2x3在R上的标准形 
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二次型 f=2x1x2 + 2x1x3 -6x2x3经线性替换 

化成的标准形为 

三、实数域的情形 

令 

得f=2x1x2 + 2x1x3 -6x2x3在R上的标准形 2 2 2
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三、实数域的情形 

设 f ( x1 , x2 , … , xn ) 是一个实系数的二次型. 

经过一适当的非退化线性替换，再适当排列文字的次序， 

可使 f ( x1 , x2 , … , xn ) 变成标准形 

其中 di > 0 , i = 1, …, r ; r 是 f ( x1 , x2 , … , xn )的秩.  

思考：1. 二次型(*)中作线性替换 

d1y1
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所得的二次型中带正号的项数不会因为线性变换的不

同而改变,这是为什么？ 
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思考2 在复数域化二次型 

为规范形. 

对该二次型的标准形在R上作思考1的线性变换. 



小结和作业 

1.如何将二次型在复数域上化为其规范型？ 

2.复数域上的任意的对称矩阵合同与一个对角矩阵，

这个对角矩阵的主对角线上的元素满足什么特征？ 

3.作业见学习通. 


