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第六章 线性空间 
线性空间是高代（2）的中心内容，它是几何空间的抽象和推广.本章的内容包括集

合·映射、线性空间的定义与简单性质、维数·基与坐标、基变换与坐标变换、线性子空

间、子空间的交与和、子空间的直和、线性空间的同构. 

6.1 集合·映射 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.理解集合、集合之间的关系、集合的运算等相关概念； 

2.掌握映射、单射、满射、双射、逆映射的定义； 

3.掌握映射的乘积及其性质.  

二、教学重点 

1. 映射、单射、满射、双射、逆映射的定义； 

2. 映射的乘积及其性质. 

三、教学难点 

映射的定义 

四、教学过程 

（一）集合 

1.集合、元素 

集合是数学中最基本的概念之一，所谓集合就是指把具有某种属性的一些事物汇集到

一起组成的一个整体就叫做集合，常用大写字母 A、B、C 等表示集合. 组成集合的每一

个事物称为这个集合的元素，用小写字母 a、b、c 等表示集合的元素. 

当 a是集合M 的元素，记为： Ma ，读作： a属于M . 

当 a不是集合M 的元素，记为： Ma ，读作： a不属于M . 

2.集合的表示方法 

集合的表示方法一般有两种：描述法、列举法  

列举法是列出集合的全部元素.描述法是指给出这个集合是具备有哪些性质的元素组

成. 

例 集合 M 是由 1,2,3 组成的集合，记为  1,2,3M  . 
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例 适合方程 2 2 4x y  的全部点的集合 M, 记为   2 2, 4M x y x y   . 

例 适合方程 2 1 0x   的全部点的集合 M, 记为     2, 1 0 1,1M x y x     . 

不包含任何元素的集合称为空集，记作 .例一个无解的线性方程组的解集合就是空集. 

3.集合间的关系 

若集合M 的元素全是集合 N 的元素，即 a M  有 Na ，则M 就称为 N 的子集合，

记为 NM  或 MN  .例如Z R . 

若集合M 与 N 含有完全相同的元素，即 Ma 当且仅当 Na ，则它们就称为相等，

记为 NM  . 

两个集合M 和 N 如果同时满足 NM  和 MN  ，则M 和 N 相等. 

4.集合间的运算 

交：设M 和 N 是两个集合，既属于M 又属于 N 的全体元素所成的集合称为M 与 N 的

交，记为 NM  .即  ,M N x x M x N   .显然 .M N M M N N ，  

例 方程 112 x 的解集合与方程的 22  yx 的解集合的交就是方程组








22

112

yx

x
的

解集合. 

并：属于集合 M 或者属于集合 N 的全体元素所成的集合称为 M 与 N 的并，记为

NM  .即  M N x x M x N   或 . 显然 .M M N N M N ，  

例      4,3,2,14,3,23,2,1 U ,     1,2,3 2,3,4 2,3 . 

（二）映射 

1.映射的定义 

设M 和M 是两个集合，所谓集合M 到集合M 的一个映射就是指一个法则，它使M

中每一个元素 a 都有 M 中确定的元素 a与之对应.若映射 使元素 Ma  与元素 Ma

对应，则记： aa )( , a称为 a在映射 下的像，而 a称为a在映射 下的一个原像. 

2.变换的概念    M 到M 自身的映射，有时也称为M 到自身的变换. 

3.映射的相等 

M 到集合M 的两个映射 及 ，若 M  ，        ，则称它们相等，记：  . 

例 判断下列 M 到 M ´ 对应法则是否为映射 

1）M＝｛a，b，c｝,Ḿ ＝｛1,2，3,4｝                           σ：σ(a)＝1，σ(b)＝1，σ(c)＝2（是） 

δ：δ(a)＝1,δ(b)＝2,δ(c)＝3,δ(c)＝4 （不是）     τ：τ(b)＝2，τ(c)＝4（不是） 
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2）M＝Z，Ḿ ＝Z
＋

，   σ：σ(n)＝|n|, n Z  （不是）    τ:τ(n)＝|n|＋1, n Z  （是） 

例 1 M 是全体整数的集合，M 是全体偶数的集合，定义 

Mnnn  ,2)( , 

这是M 到M 的一个映射. 

例 2 M 是数域P 上全体 n级矩阵的集合，定义 

MAAA  ,||)(1 . 

这是M 到 P 的一个映射. 

例 3 M 是数域P 上全体 n级矩阵的集合，定义 

PaaEa  ,)(2 . 

E 是 n级单位矩阵，这是 P 到M 的一个映射. 

例 4 对于 ][)( xPxf  ,定义 

)())(( xfxf   

这是 ][xP 到自身的一个映射. 

例 5 设M ，M 是两个非空的集合， 0a 是M 中一个固定的元素，定义 

Maaa  ,)( 0 . 

这是M 到M 的一个映射. 

例 6 设M 是一个集合，定义 

Maaa  ,)( . 

即 把M 的每个元素都映到它自身，称为集合M 的恒等映射或单位映射，记为 M1 . 

例 7 任意一个定义在全体实数上的函数 

)(xfy   

都是实数集合到自身的映射，因此函数可以认为是映射的一个特殊情形. 

4.关于M 到M 的映射 应注意： 

1）M 与M 可以相同，也可以不同； 

2）对于M 中每个元素 a，需要有M 中有，而且只能有一个确定的元素 a与它对应； 

3）一般，M 中元素不一定都是M 中元素的像； 
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4）M 中不相同元素的像可能相同； 

5）两个集合之间可以建立多个映射. 

5.映射的乘积及其性质 

对于映射可以定义乘法,设 及 分别是集合M 到M ，M 到M 的映射，乘积 定

义为 

Maaa  ,))(())((  , 

即相继施行 和 的结果， 是M 到M 的一个映射. 

例 8 例 2 与例 3 中的映射的乘积分别求 21 ， 12 ？从例 8 可以得：映射的乘积一

般情况下,不满足交换律. 

例 9 对于集合M 到M 的任何一个映射 显然都有 

  MM 11 . 

映射的乘法适合结合律.设  ,, 分别是集合M 到M ，M 到M ，M 到M  的映射，

映射乘法的结合律就是 )()(   . 

证明： M 有        )( ，          ，所以 )()(   . 

6.满射 单射 双射 逆映射 

（1）满射 设 是集合M 到M 的一个映射，用 )(M 代表M 在映射 下像的全体，

称为M 在映射 下的像集合.显然 MM )( .如果 MM )( ，映射 称为映上的或满射. 

（2）单射 如果在映射 下， M 中不同元素的像也一定不同，即由 21 aa  一定有

)()( 21 aa   ,那么映射 就称为 11 的或单射. 

（3）双射 一个映射如果既是单射又是满射就称 11 对应或双射. 

对于有限个元素组成的集合来说双射的充要条件是他们所含的元素个数相等.但对于

无限集来讲不一定如此. 

（4）逆映射 

对于M 到M 的双射 可以定义它的逆映射，记为 1 .因为 为满射，所以M 中每个

元素都有原像，又因为 是单射，所以每个元素只有一个原像，定义 

aaaa  )(,)(1  当 . 
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显然， 1 是M 到M 的一个双射，并且 

MM 

  1,1 11  . 

不难证明，如果  , 分别是M 到M ，M 到M 的双射，那么乘积 就是M 到M 的

一个双射. 

五、小结 

1.集合的表示方法有哪些？集合的交与并运算如何求解？ 

2.本节中重点是映射，映射实际是种法则，这种法则使得集合之间产生了联系，使得某个

集合中的元素有唯一的像与之对应. 

3.想想什么是单射、满射、双射、逆映射. 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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6.2 线性空间的定义与简单性质 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.正确理解和掌握线性空间的定义及性质； 

2.会判断一个代数系统是否是线性空间. 

二、教学重点 

线性空间的定义及性质 

三、教学难点 

线性空间的定义 

四、教学过程 

线性空间是线性代数最基本的概念之一.这一节节我们来介绍它的定义，并讨论它的

一些最简单的性质.线性空间也是我们碰到的第一个抽象的概念,为了说明它的来源，在引

入定义之前，先看几个熟知的例子. 

（一）问题引入 

例 1 在解析几何中,讨论过平面上和空间的向量.向量的基本属性是可以按平行四边

形规律相加，也可以作实数与向量的乘法.不少几何和力学对象的性质是可以通过向量的

这两种运算来描述的. 

例 2 令集合   的解是齐次线性方程组 0,,,, 321  AXXaaaaXV n . V 对于加法和

数与解向量的乘法满足上述规律. 

例 3 对于函数，也可以定义加法和函数与实数的数量乘法.譬如说，考虑全体定义在

区间[a,b]上的连续函数.我们知道，连续函数的和是连续函数，连续函数与实数的数量乘

积还是连续函数. 

从这些例子中我们看到，所考虑的对象虽然完全不同，但是它们有一个共同点，那就

是它们都有加法和数量乘法这两种运算.当然，随着对象不同这两种运算的定义也是不同

的.为了抓住它们的共同点，把它们统一起来加以研究，我们引入线性空间的概念.例 2中

用什么数和向量相乘，就要看具体情况.例如，在有理数域中解线性方程组时，用有理数

去作数量乘法就已经足够了，而在复数域中解线性方程组时，就需要用复数去作乘法运算.

可见，不同的对象与不同的数域相联系. 选定一个确定的数域作为基础是必须的. 
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（二）线性空间的定义 

定义 1 令V 是一个非空集合， P 是一个数域.在集合V 的元素之间定义了一种代数运

算，叫做加法；这就是说给出了一个法则，对于V 中任意两个向量 与  ,在V 中都有唯

一的一个元素 与它们对应,称为 与  的和,记为   .在数域 P 与集合V 的元素之

间还定义了一种运算，叫做数量乘法；这就是说，对于数域 P 中任一个数 k 与V 中任一个

元素 ,在V 中都有唯一的一个元素 与它们对应,称为 k 与 的数量乘积,记为  k .如

果加法与数量乘法满足下述规则，那么V 称为数域P 上的线性空间. 

加法满足下面四条规则： 

1)   ；    2) )()(   ； 

3) 在V 中有一个元素 0, V ,都有0    （具有这个性质的元素 0 称为V 的零

元素）； 

4) 0,,   stVV (  称为 的负元素). 

数量乘法满足下面两条规则： 

5)  1 ;       6)  )()( kllk  ; 

数量乘法与加法满足下面两条规则： 

7)  lklk  )( ;     8) .(  kkk  ）  

在以上规则中， lk, 等表示数域P 中任意数；  ,, 等表示集合V 中任意元素. 

以上的例 1--例 3 分别是数域 R，P，R上的线性空间. 

思考：1.复数域 C能否看作是实数域 R上的线性空间？（Y） 

2.数域P 按照本身的加法与乘法，能否构成 P上的线性空间？（Y） 

例 4 （1）数域P 上一元多项式环 ][xP ,按通常的多项式加法和数与多项式的乘法，能

否构成一个数域P 上的线性空间？（Y） 

（2）如果只考虑其中次数小于 n的多项式，再添上零多项式，用 nxP ][ 表示. nxP ][ 能

否构成数域P 上的一个线性空间？（Y） 

例 5 元素属于数域P 的 nm 矩阵，按矩阵的加法和数与矩阵的数量乘法，用 nmP  表

示，能否构成数域P 上的一个线性空间？（Y） 
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例 6 全体实函数，按函数加法和数与函数的数量乘法，能否构成一个实数域上的线性

空间？（Y） 

例 7 设V 是正实数集, R 为实数域.规定 

  (即 与  的积), 

a⊙ = a (即 的 a次幂), 

其中 RaV  ,, .则V 对于加法⊕和数乘⊙能否作成 R 上的线性空间？（Y） 

（特别注意：这里的零元是正实数 1， 的负元素是正实数
1


） 

（三）线性空间的简单性质 

线性空间的元素也称为向量.当然这里的向量比几何中所谓向量的涵义要广泛得多.

线性空间有时也称为向量空间.以下用黑体的小写希腊字母 ,,,  代表线性空间V 中的

元素，用小写拉丁字母 ,,, cba 代表数域 P 中的数. 

1.零元素是唯一的. 

2.负元素是唯一的.由负元素是唯一，从而记 的负元素为  .由此定义线性空间中

向量的减法. 

3. .)1(;00;00   k  

证明      100 等式的两边同时加上  得： )()(0    

 
0)(

000)(0)(0









右边

左边
，从而 00  . 

4.如果 0k ,那么 0k 或者 0 . 

五、小结 

1.线性空间的定义中规定的运算有哪几种？满足那 8 条运算性质？ 

2.线性空间的性质有哪些？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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6.3 维数·基与坐标 

教学的时间：****年  月  日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.理解线性组合、线性表示、线性相关、线性无关等概念； 

2.掌线性空间的维数、基与坐标等概念. 

二、教学重点 

线性空间的维数、基与坐标等概念 

三、教学难点 

线性空间的维数、基与坐标等概念 

四、教学过程 

问题引入：已知在向量空间 nR 中,线性无关的向量组最多由 n个向量组成,而任意 n+1 个向

量都是线性相关的. 

问题 1: 在线性空间中是否也可以定义线性无关的概念? 

问题 2: 线性空间的一个重要特征——在线性空间 V中, 最多能有多少线性无关的向量? 

（一）向量的线性相关与线性无关 

定义 2 设V 是数域P 上的一个线性空间， r ,,,. 21  )1( r 是V 一组向

量, rkkk ,,, 21  是数域P 中的数，那么向量 

rrkkk   2211 .  

称为向量组 r ,,,. 21  的一个线性组合，有时也说向量 可以用向量组 r ,,,. 21  线性

表出. 

定义 3 设 

r ,,,. 21  ;                               (1) 

s .,, 21                                  (2) 

是V 中两个向量组，如果（1）中每个向量都可以用向量组（2）线性表出，那么称向量（1）

可以用向量组（2）线性表出.如果（1）与（2）可以互相线性表出，那么向量组（1）与

（2）称为等价的. 
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定义 4 线性空间V 中向量 r ,,,. 21  )1( r 称为线性相关，如果在数域 P 中有 r 个不

全为零的数 rkkk ,,, 21  ，使 

0. 2211  rrkkk   .                       (3) 

如果向量 r ,,,. 21  不线性相关，就称为线性无关.换句话说，向量组 r ,,,. 21  称为线

性无关，如果等式（3）只有在 021  rkkk  时才成立. 

数域 P 中线性空间 V 中向量的线性相关性几个常用的结论： 

1. 单个向量 线性相关的充要条件是 0 .两个以上的向量 r ,,,. 21  线性相关的

充要条件是其中有一个向量是其余向量的线性组合. 

2. 如果向量组 r ,,,. 21  线性无关，而且可以被 s .,, 21  线性表出，那么 sr  . 

由此推出，两个等价的线性无关的向量组，必含有相同个数的向量. 

3. 如果向量组 r ,,,. 21  线性无关，但  ,,,,. 21 r 线性相关，那么  可以由被

r ,,,. 21  线性表出，而且表示法是唯一的. 

在一个线性空间中究竟最多能有几个线性无关的向量，显然是线性空间的一个重要属性. 

（二）线性空间的基与维数 

1.线性空间的维数 

定义 5 若在线性空间V 中有 n 个线性无关的向量，但没有更多数目的线性无关的向

量，则V 就称为 n维的；若在V 中可以找到任意多个线性无关的向量,则V 就称为无限维的. 

例 （1）平面上的向量作成实数域上的线性空间，它是 2维的. 

（2）  nxP 是数域 P上的 n维线性空间. 

（3）线性空间  xP 是无限维的,这是因为  xP 存在  ,,,,,,1 432 nxxxx 线性无关. 

2.线性空间的基与坐标 

定义6在n维线性空间V 中，n 个线性无关的向量 n ,,, 21  称为V 的一组基. 若 是

V 中任一向量，于是  ,,,, 21 n 是线性相关的，因此 可以被基 n ,,, 21  线性表出： 

nnaaa   2211 . 

其中系数 naaa ,,, 21  是被向量 和基 n ,,, 21  唯一确定的，这组数就称为 在基
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n ,,, 21  下的坐标，记为 ),,,( 21 naaa  .（由此可知，在给出空间V 的一组基之前必须先确定其的维数.） 

如果这两个问题常常是同时解决，那就更好，下面就想办法同时解决这两个问题. 

3.维数与基的关系 

定理 1 如果在线性空间V 中有 n 个线性无关的向量 n ,,,. 21  ，且V 中任一向量都

可以用它们线性表出，那么V 是 n维的，而 n ,,,. 21  就是V 的一组基. 

证明 因为向量 n ,,,. 21  是线性空间V 中有 n 个线性无关，那么线性空间V 的维数

至少是 n .下面只需证V 中任意的 1n 个向量必定是线性相关的.设 

121 ,,,, nn    

是V 中任意 1n 个向量.因为V 中任一向量都可以用 n ,,,. 21  线性表出,所以向量组

121 ,,,, nn   可由向量组 n ,,,. 21  .因此向量组 121 ,,,, nn   线性相关.若不然

121 ,,,, nn   线性无关就有 nn 1 ，这与事实矛盾.因此一定有向量组 121 ,,,, nn  

线性相关，从而线性空间V 中最多只能有 n个线性无关的向量.也就是说V 是 n 维的,而

n ,,,. 21  就是V 的一组基. 

例 1 在线性空间 nxP ][ 中， 

12 ,,,,1 nxxx   

是 n 个线性无关的向量，而且每一个次数小于 n 的数域 P 上的多项式和零多项式都可以被

它们线性表出，所以 nxP ][ 是 n维的，而 12 ,,,,1 nxxx  就是它的一组基. 

多项式 2 1

0 1 2 1( ) n

nf x a a x a x a x 

     关于基 12 ,,,,1 nxxx  的坐标是？ 

例 2 3RV  中      1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1     线性无关，而且 V中的任意一个向量

 都可以
321 ,,  线性表示.由定理 1 知：V是 3维的线性空间，

321 ,,  是它的一个基. 

对于 V中的任意一个向量  1 2 3, ,a a a  关于基
321 ,,  下的坐标就是  1 2 3, ,a a a . 

设      1 2 31,0,0 , 0,1,1 , 1,1,1       ，则这组向量组是不是 V的一组基？ 

对于 V中的任意一个向量  1 2 3, ,a a a  关于基
1 2 3, ,    下的坐标？ 

同一个向量在不同基下的坐标，不相同。你有什么想法？ 
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例 3 如果把复数域 C 看作是自身上的线性空间，那么它是一维的，数 1 就是它的一组

基.若把复数域 C 看作是实数域上的线性空间，那么就是 2 维的，数 1， i 就是它的一组基. 

这个例子指出：维数是和所考虑的数域有关的. 

五、小结 

1. 请叙述线性空间的基与维数的概念. 

2. 线性空间的元素在给定基下的坐标: 

(1) 把抽象的向量与具体的数组向量联系起来; 

(2) 把抽象的线性运算与数组向量的线性运算联系起来. 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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6.4 基变换与坐标变换 

教学的时间：****年**月**日         教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

掌握基变换与坐标变换的关系 

二、教学重点 

基变换与坐标变换的公式 

三、教学难点 

坐标变换的公式的推导 

四、教学过程 

(一)基变换 

在 n维线性空间中，任意 n个线性无关的向量都可以取作空间的基.对于不同的基，同

一个向量的坐标一般是不同的.随着基的改变，向量的坐标是怎样变化？先研究一下两组

基之间的关系，然后再研究同一个向量在不同基下的坐标. 

1.基变换 

设 n ,,, 21  与 n  ,,, 21  是 n维线性空间V 中两组基，它们的关系是 



















.

,

,

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaa















                         (1) 

称为(1)为基变换公式 

2.基变换的矩阵表示式 

设向量 在这两组基下的坐标分别是 ),,,( 21 nxxx  与 ),,,( 21 nxxx   ，即 

.22112211 nnnn xxxxxx                         (2) 

为了写起来方便，引入一种形式的写法.把向量 .2211 nnxxx     

   写成          























n

n

x

x

x


 2

1

21 ),,,(  ,                                  (3) 
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由(2)有





























n

n

x

x

x


 2

1

21 ),,,(  . 

 (1)可以写成























nnnn

n

n

nn

aaa

aaa

aaa











21

22221

11211

2121 ),,,(),,,(  .               (4) 

矩阵























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

称为由基 n ,,, 21  到 n  ,,, 21  的过渡矩阵. 

思考：1.过渡矩阵 A是否可逆？为什么？     2. i 关于基 n ,,, 21  的坐标是?  

3.满足的运算规律 

设 n ,,, 21  和 n ,,, 21  是V 中两个向量组，    
ijij bBaA  , 是两个 nn 矩阵，那么 

;))(,,,()),,,(( 2121 ABBA nn     

;))(,,,(),,,(),,,( 212121 BABA nnn     

.),,,(),,,(),,,( 22112121 AAA nnnn     

(二)坐标变换公式 

设向量 在这两组基下的坐标分别是 ),,,( 21 nxxx  与 ),,,( 21 nxxx   ，即 

.22112211 nnnn xxxxxx                         (2) 

现在的问题找出 ),,,( 21 nxxx  与 ),,,( 21 nxxx   的关系？ 

先研究一下一个线性空间不同的基之间的关系. 

用(4)代入，得 

















































nnnnn

n

n

n

x

x

x

aaa

aaa

aaa











 2

1

21

22221

11211

21 ),,,(  . 

与(3)比较，由基向量的线性无关性，得 
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



































































nnnnn

n

n

n x

x

x

aaa

aaa

aaa

x

x

x












2

1

21

22221

11211

2

1

,                     (5) 

或者 






































































nnnnn

n

n

n x

x

x

aaa

aaa

aaa

x

x

x












2

1

1

21

22221

11211

2

1

.                    (6) 

(5)与(6)给出了在基变换(4)下，向量的坐标变换公式. 

上节课例题 3RV  中      1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1     是它的一个基. 

     1 2 31,0,0 , 0,1,1 , 1,1,1       ，也是 V的一组基. 

(1) 求由第一组基到第二组基的过渡矩阵？ 

(2) 对于 V中的任意一个向量  1 2 3, ,a a a  关于基 321 ,,  下的坐标就是  1 2 3, ,a a a ，该向

量关于基 1 2 3, ,    下的坐标？ 

例 1 在 4P 中，由基
1 2 3 4, , ,    到基

1 2 3 4, , ,    的过渡矩阵，并求向量在基下的坐标.

其中
1 (1,2,2, 1) ,  

2 (1,1, 3,3) ,   3 (1,1, 1,2),   4 (3,2,0, 1),    

1 (1,1, 2,0) ,   2 (2,1,3, 1) ,   3 ( 2,2,1, 1) ,    4 (1,3,1,2) ,  (3, 1,2,4)   . 

参考答案： 1

5 6 39 20

22 32 40 41
.

28 42 56 1414

5 8 17 8

C A B

 
 

  
  
 

  

109 4 8 20
, , , .

85 85 5 17

 
   
 

 

例 2 在 3P 中，求向量 (3,7,1)  在基  1 1,3,5  ，  2 6,3,2  ，  3 3,1,0  下的坐标. 

参考答案： T(33, 82,154)    

例 3 在
4[ ]P x 中取两个基 3 2

1 2 ,x x x    3 2

2 1,x x x    
3 2

3 2 1,x x x     
3 2

4 1;x x     及

3 2

1 2 1,x x    2

2 2 2,x x    3 2

3 2 2,x x x      3 2

4 3 2.x x x     求由基

1 2 3 4, , ,    到
1 2 3 4, , ,    的过渡矩阵和坐标变换公式. 
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参考答案： 1

0 1 1 1

1 1 0 0

0 0 0 1

1 1 1 1

A B

 
 
 
 
 

  

，

1 1

2 2

3 3

4 4

0 1 1 1

1 1 0 0

0 0 0 1

1 1 1 1

x x

x x

x x

x x

     
         
    
    
      

 

五、小结 

1.设 n ,,, 21  与 n  ,,, 21  是 n维线性空间V 中两组基，若有 Ann ),,,(),,,( 2121    ，

则由基 n ,,, 21  到基 n  ,,, 21  的过渡矩阵就是矩阵 A. 

2.由基 n ,,, 21  到基 n  ,,, 21  的过渡矩阵为 A，向量 在基 n ,,, 21  下的坐标为

 nxxx ,,, 21  ，向量 在基 n  ,,, 21  下的坐标为  nxxx  ,,, 21  ，这两组基下的坐标的关系？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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6.5 线性子空间 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.理解线性子空间的定义及判别定理； 

2.掌握向量组生成子空间的定义及等价条件. 

二、教学重点 

1.线性子空间的判别; 

2.向量组生成子空间的定义及等价条件. 

三、教学难点 

线性子空间的判别 

四、教学过程 

(一)线性子空间的概念及其判别条件 

1.线性子空间的概念 

定义 7 数域 P 上的线性空间V 的一个非空子集合W ，如果W 对于V 的两种运算也构

成数域 P 上的线性空间，称为W 是V 的一个线性子空间（或简称子空间）. 

2.非空子集构成子空间的条件 

一个非空子集合要满足什么条件才能成为子空间? 

设 W 是 V 的子集合.因为 V 是线性空间,所以对于原有的运算，W中的向量满足线性

空间定义中的的八条运算规则1),2),5),6),7),8)是显然成立的.为了使W自身构成一线性

空间，主要的条件是要求 W对于 V 中原来运算的封闭性，以及规则 3)与 4)成立.也就是 

1. W 对加法运算封闭，即若 ,V V     有 V   . 

2. W 对数量乘法运算封闭即若 ,k P V    有 k V . 

3. 0 W . 

4. , .V V     事实上，只要第一二条成立，第三四条一定会成立. 

定理 2 若线性空间V 的一个非空集合W 对于V 两种运算是封闭的，也就是满足 1）

WW   有, ，2） WkWPk   有, ，则W 就是一个子空间. 

数域P 上线性空间V 的一个非空子集W 是V 的一个子空间的充要条件
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, , , ,a b F W    有a b W   . 

既然线性子空间本身也是一个线性空间，上面引入的概念，如维数、基、坐标等，当

然也可以应用到线性子空间上.因为要线性子空间中不可能比在整个子空间中有更多数目

线性无关的向量.所以，任何一个线性子空间的维数不能超过整个空间的维数. 

3.子空间的例子 

例 1 在线性空间中，由单个的零向量所组成的子集合是一个线性子空间，它叫做零子

空间. 

例 2 线性空间V 本身也是V 的一个子空间. 

在线性空间中，零子空间和线性空间本身这两个子空间有时叫做V 的平凡子空间，而其它

的线性子空间叫做非平凡子空间. 

例 3 在全体实函数组成的空间中，所有的实系数多项式组成一个子空间. 

例 4 nxP ][ 是线性空间 ][xP 的子空间. 

例 5 在线性空间 nP 中，齐次线性方程组 



















0

,0

,0

2211

2222121

1212111

nsnss

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa









 

的全部解向量组成一个子空间，这个子空间叫做齐次线性方程组的解空间.解空间的基

就是方程组的基础解系，它的维数等于 rn  ，其中 r 为系数矩阵的秩. 

例 6 下列非空子集是不是 3R 的子空间？ 

3

1

4 1
( , , ) R | ;

2 1 3

x y z
W x y z

  
    

 

3

2 {( , , ) R | 0 0}.W x y z x y x y z      且  

参考答案：第一个不是子空间，第二个是子空间. 

例 7 证明  2 3 2 3(0, , , , ) R | , , ,n

n nW x x x x x x R   是 nR 的子空间，并求它的一组基，

确定它的维. 

（二)生成子空间及其性质 

1.生成子空间的定义 

设 r ,,, 21  是线性空间V 中一组向量，这组向量所有可能的线性组合 

rrkkk   2211  
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所成的集合是非空的，而且对两种运算封闭，因而是V 的一个子空间，这个子空间叫做由

r ,,, 21  生成的子空间，记为 ),,,( 21 rL   . 

由子空间的定义可知，如果V 的一个子空间 W包含向量 r ,,, 21  ，那么就一定包含它们

所有的线性组合，也就是说，一定包含 ),,,( 21 rL   作为 W的子空间. 

在有限维线性空间中，任何一个子空间都可以这样得到.事实上，设W 是V 的一个子

空间，W 当然也是有限维的.设 r ,,, 21  是W 的一组基，就有 

),,,( 21 rLW   . 

2.生成子空间的性质 

定理 3 1)两个向量组生成相同子空间的充要条件是这两个向量组等价. 

   2） ),,,( 21 rL   的维数等于向量组 r ,,, 21  的秩.（证明略） 

定理 4 设W 是数域 P 上 n维线性空间V 的一个m 维子空间， m ,,, 21  是W 的一组

基，那么这组向量必可扩充为整个空间的基.也就是说，在V 中必定可以找到 mn  个向量

nmm  ,,, 21  使得 n ,,, 21  是V 的一组基.（证明略） 

五、小结 

1.线性子空间是线性空间吗？如何判断一个线性空间 V 的一个非空子集是不是 V 的子空

间？ 

2.你能叙述一下由某个向量组生成子空间的定义吗？ 

3.生成相同的子空间的充要条件？ 

4.生成子空间的维数如何计算？ 

5.生成子空间的任意一组基能否扩充成为线性空间 V的基？为什么？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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6.6 子空间的交与和 

教学的时间：****年**月**日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.掌握子空间的交与和的定义及性质； 

2.熟练掌握维数公式及其推论. 

二、教学重点 

子空间的交与和的定义及性质、维数公式及其推论. 

三、教学难点 

维数公式及其推论的证明 

四、教学过程 

问题引入：若 1 2,W W 是线性空间V 的两个子空间，则 1 2,W W 是集合，集合之间的运算还

记得有哪些？它们经过集合之间的运算之后能否作成V 的子空间？ 

1.子空间的交 

定理5 如果 1V , 2V 是线性空间V 的两个子空间，那么它们的交 21 VV  也是V 的子空间. 

证明  因为 1 20 ,0V V  ，所以 1 20 V V ，从而 1 2V V 是V 的非空子集. 

1 2 1 2

1 2

, ,

.

V V V V

V V

   

 

   

 

则 ， ；

，
从而 1 2.V V      ， 也就是 1 2.V V    

k P  ， 1 2 1 2, .V V V V     则 ， 从而 1 2 1 2, .k V k V k V V    ， 则  

因此，若 1V , 2V 是线性空间V 的两个子空间，那么它们的交 21 VV  也是V 的子空间. 

子空间的交适合下列运算规律： 

1221 VVVV   (交换律)，       )()( 321321 VVVVVV   （结合律）. 

可定义多个子空间的交： 1 2

1

s

s i

i

V V V V


 ,也是子空间. 

2.子空间的和 

定义 8 设 1V , 2V 是线性空间V 的子空间，所谓 1V 与 2V 的和，是指由所有能表示成

21   ,而 2211 , VV   的向量组成的子集合，记作 21 VV  . 
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定理 6 如果 1V , 2V 是线性空间V 的子空间，那么它们的和 21 VV  也是V 的子空间. 

(证明过程仿照定理 5，由同学们下去自己证明) 

子空间的和适合下列运算规律： 

1221 VVVV  (交换律)，    )()( 321321 VVVVVV  （结合律）. 

可以定义多个子空间的和 



s

i

is VVVV
1

21  . 

它是由所有表示成 

),,2,1(,21 siViis     

的向量组成的子空间. 

3.子空间的交与和的其性质 

性质 1 设 WVV ,, 21 都是子空间，那么由 1VW  与 2VW  可推出 21 VVW  ；而由

1VW  与 2VW  可推出 21 VVW  . 

性质 2. 对于子空间 1V 与 2V ，以下三个论断是等价的： 

1） ;21 VV     2) 121 VVV  ;   3) 221 VVV  . 

4.例 

例 1 在三维几何中用 1V 表示一条通过原点的直线， 2V 表示一张通过原点而且与 1V 垂

直的平面，那么， 1V 与 2V 的交是 0 ，而 1V 与 2V 的和是整个空间. 

例 2 在线性空间 nP 中，用 1V 与 2V 分别表示齐次方程组 
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与 
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的解空间，那么 21 VV  正好是齐次方程组 
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的解空间. 

例 3 在一个线性空间V 中，有  

),,,,,(),,,(),,,( 112121 tsts LLL    . 

5.子空间的交与和的维数 

关于两个子空间的交与和的维数，有以下定理. 

定理 7（维数公式）如果 1V ， 2V 是线性空间V 的两个子空间，那么 

维( 1V )+维( 2V )=维( 21 VV  )+维( 21 VV  ). 

从维数公式可以看到，和的维数往往要比维数的和来得小. 

(证明过程参考教材第 260—261 页，由同学们下去自己证明) 

推论 如果 n 维线性空间V 中两个子空间 1V ， 2V 的维数之和大于 n ，那么 1V ， 2V 必含

有非零的公共向量. 

证明  维( 21 VV  )+维( 21 VV  )=维( 1V )+维( 2V )大于 n，由于维( 21 VV  )是 v 的一个

子空间，从而其维数小于等于 n.从而维( 21 VV  )大于 0，这就是说 21 VV  中含有非零向量. 

五、小结 

1. 子空间的交与和都是 v 的子空间，思考子空间的并是不是 V 的子空间？ 

2. 子空间的交与和的其性质有哪些？ 

3. 子空间的交与和的维数有什么关系？ 

六、作业 

1.设 1 2,V V 是线性空间 V的两个子空间，什么情况下 1V 的维数与 2V 的维数和与 21 VV  的

维数相等？此时 21 VV  中的向量的表示是否唯一？ 

2.设 1 2, ,   是线性空间 V 的向量，且    1 1 2 2, , ,V L V L     ，则 1 2,V V 是线性空间
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V 的两个子空间. 向量 1 23      是不是 21 VV  中的向量？为什么？(写在课本 262 页

空白处) 

七、教学反思
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6.7 子空间的直和 

教学的时间：****年  月 日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1. 理解子空间的直和的概念； 

2. 理解子空间的和为直和的充要条件； 

3. 了解余子空间以及多个子空间的之和及其性质. 

二、教学重点 

1.子空间的直和的概念； 

2.子空间的和为直和的充要条件. 

三、教学难点 

子空间的和为直和的充要条件 

四、教学过程 

上一次课留下的作业：1. 设 1 2,V V 是线性空间 V 的两个子空间，什么情况下 1V 的维数

与 2V 的维数和与 21 VV  的维数相等？ 此时 21 VV  中的向量的表示是否唯一？ 

2.设 1 2, ,   是线性空间 V 的向量，且    1 1 2 2, , ,V L V L     ，则 1 2,V V 是线性空间

V 的两个子空间.向量 1 23      是不是 21 VV  中的向量？为什么？你们的答案是什

么？ 

1.直和的定义 

定义 9 设 21 ,VV 是线性空间V 的子空间，如果和 21 VV  中每个向量 的分解式 

221121 ,, VV    

是唯一的，这个和就称为直和，记为 21 VV  . 

2.直和的判断方法 

定理 8 和 21 VV  是直和的充要条件是等式 

)2,1(,021  iVii  

只有在 i 全为零时才成立. 
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证明  （定理的条件实际上就是：零向量的分解是唯一的） 

（必要性）  因为 21 VV  是直和，所以零向量只能分解为零向量与零向量的和. 

（充分性）  设 1 2V V   ，它有两个分解式 1 2 1 2        ， 1 1 1 2 2 2, ; ,V V     . 

于是    1 1 2 2 0       .又已知等式 )2,1(,021  iVii 只有在 i 全为零

时才成立. 

所以 1 1 2 20 , 0.       即 1 1 2 2, .     也就是 1 2V V 中任意的向量 的分解

是唯一才，从而 21 VV  是直和. 

推论 和 21 VV  是直和  021 VV  . 

证明  （必要性） 1 2V V  ，于是零向量可以表示为：   1 20 , , .V V        

因为 21 VV  是直和，所以 0.    也就是  1 2 0 .V V   

（充分性）  (要证明和 21 VV  是直和，由定理 8 知只需要证明零向量的分解唯一即可.)

设 1 2 1 1 2 20 , , .V V       于是 1 2 2 ,V    1 1V  即 1 1 2 ,V V  而已知  021 VV  .所以

1 0,  从而 2 0,  也就是零向量只能分解为零向量与零向量的和，所以 21 VV  是直和. 

定理 9 设 21 ,VV 是线性空间V 的子空间，令 21 VVW  ，则 

21 VVW  维(W )=维( 1V )+维( 2V ). 

3.余子空间以及多个子空间的之和 

定理 10 设U 是线性空间V 的一个子空间，那么一定存在一个子空间W 使 WUV  . 

证明  取U 的一组基 1 2, , , s   .把它扩充为 V 的一组基 1 2 1, , , , , , .s s n      

令  1, , .s nW L   显然dim dim dim( )U W U W   且U W V  ，由定理 9 知：U 是线

性空间V 的一个子空间，那么一定存在一个子空间W 使 WUV  . 

子空间的直和的概念可以推广到多个子空间的情形. 

定义 10 设 sVVV ,,, 21  都是线性空间V 的子空间，如果和 sVVV  21 中每个向量

的分解式 

),,2,1(,21 siViis     
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是唯一的，这个和就称为直和，记为 sVVV  21 . 

定理 11 sVVV ,,, 21  是线性空间V 的一些子空间，下面这些条件是等价的： 

1）  iVW 是直和； 

2）零向量的表法唯一； 

3）   ),,2,1(0 siVV
ij

ji  


; 

4）维(W )= )( iV维 . 

五、小结 

1.请同学们叙述子空间的之和； 

2. 判断子空间的和式为直和的方法有哪几种？ 

3.想想余子空间的作用是什么？ 

4. 判断多个子空间的和是直和的方法有哪几种？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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6.8 线性空间的同构 

教学的时间：****年  月  日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.理解线性空间同构的概念； 

2.掌握线性空间同构的性质以及有限维线性空间同构的判别方法； 

3.了解线性空间同构的思想方法. 

二、教学重点 

线性空间同构的概念以及有限维线性空间同构的判别方法 

三、教学难点 

线性空间同构的概念和判别的方法 

四、教学过程 

研究线性空间，主要是研究它的代数结构.前面所讲的内容是从线性空间的向量之间的

关系的角度来讨论的.本节以分类的思想，利用映射的方法从两个线性空间之间的联系来研

究它们的代数结构.因此本节内容对未知的有限维线性空间的研究转化为对已知的有限维

线性空间来研究、对有限维线性空间起到分类的作用. 

1.引入 

设 n ,,, 21  是线性空间V 的一组基，在这组基下，V 中每个向量都有确定的坐标，

而向量的坐标可以看成 nP 元素，因此向量与它的坐标之间的对应实质上就是V 到 nP 的一

个映射.显然这个映射是单射与满射，换句话说，坐标给出了线性空间V 与 nP 的一个双射.

这个对应的重要性表现在它与运算的关系上.设 

nnaaa   2211 , 

nnbbb   2211  

而向量 ,, 的坐标分别是 ),,,( 21 naaa  , ),,,( 21 nbbb  ，那么 

nnn bababa  )()()( 222111   ; 

nnkakakak   2211 . 

于是向量 ,  k 的坐标分别是 
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),,,(),,,(),,,( 21212211 nnnn bbbaaabababa   , 

),,,(),,,( 2121 nn aaakkakaka   . 

以上的式子说明在向量用坐标表示之后，它们的运算就可以归结为它们坐标的运算.因而线

性空间V 的讨论也就可以归结为 nP 的讨论. 

2.线性空间同构的定义 

定义 11 数域P 上两个线性空间V 与V 称为同构的，若由V 到V 有一个双射 ，满足： 

1） )()()(   ;    2) ).()(  kk   

其中  , 是V 中任意向量， k 是 P 中任意数.这样的映射 称为同构映射. 

前面的讨论说明在 n 维线性空间V 中取定一组基后，向量与它的坐标之间的对应就是

V 到 nP 的一个同构映射.因而，数域 P 上任一个 n维线性空间都与 nP 同构. 

3.同构映射 具有的性质 

设 是线性空间V 到V 的同构映射： 

性质 1  )()(,0)0(   . 

性质 2  )()()()( 22112211 rrrr kkkkkk    . 

性质3  V 中向量组 r ,,, 21  线性相关 它们的象 )(,),(),( 21 r  线性相

关. 

证明  因为向量组 r ,,, 21  线性相关即 1 1 2 2 0r rk k k      得 

         1 1 2 2 1 1 2 20 0r r r rk k k k k k                 即 . 

因此，向量组 r ,,, 21  线性相关可得 )(,),(),( 21 r  线性相关. 

若 )(,),(),( 21 r  线性相关即      1 1 2 2 0r rk k k         ，于是有

 1 1 2 2 0r rk k k       ，又因为  0 =0 是双射， ，所以 1 1 2 2 0r rk k k      . 

因此，向量组 )(,),(),( 21 r  线性相关可得 r ,,, 21  线性相关. 

因为维数就是线性空间中线性无关的向量组中的向量的最多个数，所以由同构映射的

性质可以推知，同构的线性空间有相同的维数. 

性质 4  如果 1V 是V 的一个线性子空间，那么， 1V 在 下的像集合 
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 11 |)()( VV    

是 )(V 的子空间，并且 1V 与 )( 1V 维数相同. 

证明  设 是线性空间V 到V 的同构映射，由于 1V 是V 的一个线性子空间，所以

1( ) ( )V V  ，又因为 1(0) 0 ( )V   ，所以 1( )V  .容易证明 1( )V 是 )(V 的子空间. 

要证明 1V 与 )( 1V 维数相同，若设 1 2, , , r   是 1V 的一组基，那么只需要证

     1 2, , , r      是 )( 1V 的一组基即可. 

性质 5  同构映射的逆映射以及两个同构映射的乘积还是同构映射. 

证明  设 :V V  都是同构映射，所以 :V V  是双射，从而存在逆映射

-1 :V V  也是双射.而且还满足： 

, V     ，则 , V   使得 ( )   ， ( )   ，也就是 1( )     ， 1( )     . 

所以        1 1 1 1 1 1( + ) ( + )= ( + )= + = + = ( )+ ( )                               

即 1 1 1( + ) ( )+ ( )            . 

V k P    ， ，则 V  使得 ( )   ，也就是 -1( )    . 

所以      1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ) ( )k k k k k k                       ，即

1 1( ) ( )k k      . 

因此，同构映射的逆映射还是同构映射. 

设 : , :V V V V      都是同构映射, 则 :V V  是双射，且 

, V   ， ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )                ； 

,k P V    ，有    ( ) ( ( )) ( ) ( )k k k k             . 

因此， V U是 到 的同构映射，同构映射的乘积还是同构映射. 

同构具有反身性、对称性与传递性，因此同构作为线性空间之间的一种关系. 

既然数域 P 上任意一个 n维线性空间都与 nP 同构，由同构的对称性与传递性即得，数

域 P 上任意两个 n 维线性空间都同构. 

4.两个有限维线性空间同构的条件 

定理 12  数域 P 上两个有限维线性空间同构的充要条件是它们有相同的维数. 

由线性空间的抽象讨论中，并没有考虑线性空间的元素是什么，也没有考虑其中运算

是怎样定义的，而只涉及线性空间在所定义的运算下的代数性质.从这个观点看来，同构
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的线性空间是可以不加区别的.因之，定理 12 说明了，维数是有限维线性空间的唯一的本

质特征. 

特别指出：数域 P上任意的一个 n维线性空间与 n元数组所的线性空间 nP 同构，而同

构的线性空间具有相同的性质.由此可知，以前所得到的关于 n 元数组的一些结论在一般

的线性空间中也是成立的，不用一一证明了. 

5.例 

例例 11  P[x]
3 
与 P 

3

同构对于任意的多项式 f(x)有：f(x) =a
0
 + a

1
x + a

2
x

2

 (f(x)) = (a
0
 , a

1
 , a

2
) ，

显然，是同构映射. 把 P[x]
3
的基 1 , x , x

2

 映射成 P 

3 

哪些向量? 

例例  22  设 V 是全体复数在实数域 R 上构成的线性空间，问：1）V 的维数. 

2）找一个线性空间使它与 V 同构,并指出其同构映射 

3）所找到的同构映射把 v 的基映射成哪些向量？ 

例例  33  数域 P 上的空间 P

22

 与 P 

4

 同构. 其同构映射为 ( , , , ) .
a b

a b c d
c d


  

  
  

设 P 

4 

的一组基为 e
1
 = (1, 0, 0, 0) , e

2
 = (0, 1, 0, 0) , e

3
 = (0, 0, 1, 0) , e

4
 = (0, 0, 0, 1) , 则可得 P

22 

的一组基为
1 0 0 1 0 0 0 0

, , , .
0 0 0 0 1 0 0 1

       
       
       

 

思考：线性空间同构的作用是什么？ 

五、小结 

1.请学生叙述线性空间同构的定义，同构映射与一般映射的区别与联系. 

2.同构映射具有哪些性质？ 

3.两个有限维线性空间同构的充要条件. 

六、作业（习题册 97、113、150、） 

七、教学反思 


