
主要内容 

线性变换的乘积 

第二节    线性变换的运算 

线性变换的加法 

线性变换的数量乘法 

线性变换的逆变换 

线性变换的多项式 

举例 



(A B ) (  ) = A (B (  ) )         (  V ).  

一、线性变换的乘积 

线性空间的线性变换作为映射的特殊情形当然 

可以定义乘法. 

1.  定义 

定义2    设 A  , B 是线性空间 V 的两个线性变 

换，定义它们的乘积 A B 为 



(A B )C = A (BC ) . 

2.  性质 

性质 1    线性变换的乘积是线性变换. 

性质 2    结合律 

注意：线性变换的乘法一般不满足交换律. 

例如，在实数域 R 上的线性空间 R[ x ] 中，线性 

变换 



D ( f ( x ) ) = f  ( x ) , 

的乘积 DI =E ，但一般 I D  E  . 

对于乘法，单位变换 E 有特殊的地位. 对于 

任意线性变换 A  都有 
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A E = E A =A  . 



二、线性变换的加法 

1.  定义 

定义3    设 A  , B 是线性空间 V 的两个线性变 

换，定义它们的和 A  + B  为 

(A  + B ) ( ) = A  ( ) + B ( )     (  V ) .  



2.  性质 

性质 1    线性变换的和是线性变换. 

性质 2    零变换与所有线性变换 A  的和仍等 

于 A  ： 

负变换：线性变换 A  的负变换定义为：  

( - A  ) ( ) = - A  ( )              (  V ). 

A  + 0  = A  . 



3.  运算规律 

1) 交换律 A  + B = B + A .  

2) 结合律 

3)             A  +( - A  ) = 0 . 

4) 乘法对加法的左右分配律 

A  + (B + C ) =(A  + B ) + C . 

A (B + C ) =A B  + A C , 

(B + C ) A =B A + C A . 



三、线性变换的数量乘法 

1.  定义 

在上一节 中看到, 数域 P 中每个数 

k 都决定一个数乘变换 K . 利用线性变换的乘法 , 

可以定义数域 P 中的数与线性变换的数量乘法： 

定义4    数域 P 中的数与线性变换的数量乘法 

定义为 k A  = K A  , 

即 (k A ) ( ) = K (A ( ) ) = K A ( ) . 



显然，k A  还是线性变换.  

2.  运算规律 

1)       ( kl ) A = k ( l A ) , 

2)       ( k + l ) A = k A + l A ,  

3)        k (A  + B ) = k A  + k B , 

4)        1 A  = A . 



对于线性变换，已经定义了乘法、加法与数量乘法 

由加法与数量乘法的性质可知, 

线性空间 V 中全体线性变换，对于如上定义的加法 

与数量乘法，也构成数域 P 上一个线性空间. 

对于线性变换，也可定义逆变换. 



四、线性变换的逆变换 

1.  定义 

定义5   线性空间 V 的线性变换 A  称为可逆的 

如果有 V 的变换 B 存在，使 

这时，变换 B 称为 A  的逆变换，记为 A -1 . 

A B = B A  = E  . 



2.  性质 

如果线性变换 A 是可逆的，那么它的逆变换 

A -1 也是线性变换. 

证明 因为 

A -1(   ) = A -1[(A  A -1) ( ) + (A  A -1) ( )] 

= A -1[A ( A -1( ) ) + A ( A -1 ( ) ) ] 

= ( A -1A ) ( A -1( ) + A -1 ( ) )  

= A -1( ) + A -1 ( ) .  



A -1( k ) = A -1( k (A A -1) ( ) ) 

= A -1( k (A ( A -1) ( ) ) ) 

= A -1(A ( k A -1 ( ) ) ) 

= ( A -1A ) ( k A -1 ( ) ) 

=  k A -1 ( ) . 

所以 A -1 是线性变换. 

证毕 



五、线性变换的多项式 

1.  线性变换的幂 

下面引进线性变换的多项式的概念. 

既然线性变换的乘法满足结合律，当若干个线 

性变换 A  重复相乘时，其最终结果是完全确定的, 

与乘积的结合方式无关. 因此当 n 个( n 是正整数) 

线性变换 A  相乘时，我们就可以用 

A A ... A  

n 个 



来表示，称为 A  的 n 次幂，简单地记作 A n. 即 

A n  =  A A ... A  

n 个 

另外，规定 A 0 = E . 

线性变换的幂运算规律 

A n + m = A n A m , (A n )m = A m n    (m , n  0) . 

当线性变换 A  可逆时，定义 A 的负整数幂为 

A  - n = ( A -1 ) n              ( n 为正整数 ) . 

这时，指数法则可以推广到负整数幂的情形. 



注意 线性变换乘积的指数法则不成立，即 

一般来说 

(A B )n   A n B n . 

2.  线性变换的多项式 

定义6    设  f (x) = amxm + am -1x
m -1 + … + a0 是  

P[ x ] 中一多项式，A  是 V 的一线性变换，则称 

f (A ) = am A m + am -1 A m -1 + … + a0 

是线性变换 A  的多项式. 



线性变换的多项式有以下性质： 

1)   f (A ) 是一线性变换. 

2)  如果在 P[ x ] 中，有 

h(x) = f (x) + g(x) , p(x) = f (x) g(x) , 

那么 

h(A ) = f (A ) + g(A ) , p(A ) = f (A ) g(A ) . 

特别地， 

f (A ) g(A ) = g(A ) f (A ) . 



六、举例 

例 1    在三维几何空间中，对于某一向量  

的内射影   (投影) 是一线性变换(参看图 7-6 ). 

 可以用下面的公式来表示 (第一节  )： 
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图 7-6  

这里 ( ,  ), ( ,  ) 

表示内积. 



 在以  为法向量的平面 x 上的内射影 x ( ) 

可以用公式 

x 

 

( )  

x( ) 

R x ( ) 

图 7-7 

 x ( ) =  -  ( ) 

来表示 (如图 7-7 ). 因此 

 x = E  -    , 

 对于平面 x 的反射 

R x也是一个线性变换，且 

R x ( ) =  - 2  ( ) 

所以     R x = E - 2   . 



设 ， 是空间的两个向量，则  与  互相垂 

直的充分必要条件为 

    = 0 . 

例 2    在线性空间 P[  ]中，求微商是一个线 

性变换，用 D 表示 ( 第一节 ) . 显然有 

D n = 0 .  

其次，变数的平移 

f ( )  f ( + a )     ( a  P ) 

也是一个线性变换z，用 Sa 表示. 根据泰勒展开式 
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可知 Sa 实质上是 D 的多项式： 

Sa =E + aD + 
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D n -1 . 


