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一、定义 

定义 7    设A是数域 P 上线性空间 V 的线性变换， 

W 是 V 的子空间. 

若 W 中的向量在A 下的像仍在 W 中， 

即，对于 W 中任一向量  有 A   W， 

A - 子空间. 称 W 是 A 的 不变子空间，记：  



二、举例 

例1  线性空间V 的平凡子空间 V 和零子空间 { 0 }， 

证明对于每个线性变换 A来说都是 A -子空间. 

例 2 证明 线性变换A的值域Av与核A-1(0)是 A -子空间. 

例 3 若线性变换A与B 是可交换的，则B的核 B 
-1

(0) 与

值域 B V 都是 A -子空间. 

例 4  任何一个子空间都是数乘变换的不子空间. 

这是由于，按定义子空间对于数量乘法是封闭的. 

因为线性变换A的多项式f(A)与A是可交换的，则f(A)的核 与值域 都是 A -子空间. 



三、特征向量与一维不变子空间的关系 

设W是一维 A -子空间，  则 是 W 的基. 

按A -子空间的定义A   W， 

A  = 0 . 

这说明什么？ 

2.W 是由   生成的一维 A -子空间. 

则  以及它的任一倍数 k 在 A 下的像是 

0,W   

它必定是  的一个倍数： 

1.  是 A 的特征向量; 这说明： 

仍然是  的一个倍数. 

反过来，设A  = 0，其中             ， 0 

原像的 0 倍， 

这说明什么？ 

这说明    的倍数构成一个一维 A-子空间. 



问题： 

是不是 A -子空间？ 

2.A -子空间的和与交还是 A-子空间？ 

0
V1.线性变换A 的属于特征值 0 的特征子空间 



四、 A 在不变子空间上引起的变换 

设A 是线性空间 V 的线性变换，W 是 A-变子空间. 

由于 W 中向量在 A 下的像仍在 W 中， 

不必在整个空间 V 中来考虑 A ， 

考虑 A  ，即把 A 看成是W 的一个线性变换，称为  

A在不变子空间 W 上引起的变换. 用符号 A | W 来表示, 

但在不致引起混淆的情况下，仍然可用 A 来表示. 

这就使得有可能 

而只在不变子空间W 中 



A和 A | W 的异同： 

A 是V 的线性变换,V 中每个向量在 A下都有确定的像; 

A |W是不变子空间 W 上的线性变换， 

对于 W 中任一向量   ，有 

(A | W ) = A  . 

但是对于 V 中不属于 W 的向量  来说，(A |W ) 

是没有意义的. 

例如,任意线性变换在其核上引起的变换是 

而在特征子空间 
0

V 上引起的变换是 

零变换， 

数乘变换0 . 



五、子空间为A-子空间的条件 

   设 W 是线性空间 V 的子空间，且 

W = L(1 , 2 , … , s ) . 

则 W 是A-子空间的 

A1 , A2 , … , As全属于 W . 

充要条件 



六、不变子空间与矩阵化简之间的关系 

那么, A在这组基下的矩阵？ 
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把它扩充成V的一组基  



反之，如果A在基 (1) 下的矩阵是 (2) ，那么 

由 1 , 2 ,…, k 生成的子空间 W 是 不是A-子空间？ 

Yes 



2) 设 V 分解成若干个 A-子空间的直和： 

V = W1  W2  …  Ws . 

在每一个 A-子空间 Wi 中取基 

)3(),,,2,1(,,, 21 si
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并把它们合并起来成为 V 的一组基 I . 

问：A在这组基下的矩阵？ 
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其中 Ai ( i = 1 , 2 , … , s ) 就是 A |Wi  在基 (3) 下的矩阵. 

反之，如果线性变换 A 在基 I 下的矩阵是准对角形 (4) ， 

则由 (3) 生成的子空间 Wi 是A -子空间. 

A的矩阵具有准对角形状 

由此可知，矩阵分解为准对角形与空间分解为 

不变子空间的直和是相当的. 



七、空间的分解 

它可分解成一次因式的乘积 
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则 V 可分解成不变子空间的直和 

V = V1  V2  …  Vs  , 

其中                                                       . A E { | (iV  i ) 0, }ir V  

定理 12    设线性变换 A 的特征多项式为 f() 

称    为线性变换 A 的属于特征值     的根子空间， 
iV i iV

记为 



小结和作业 

3. A在不变子空间上引起的变换与整个空间的线性变

换的关系？ 

1.不变子空间的定义及其判断的方法？ 

2.特征向量与一维不变子空间的关系？ 

作业见习题册：274,277 

4.子空间为 A -子空间的充要条件？ 

5.不变子空间与矩阵化简之间的关系？ 


