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第九章 欧几里得空间 
欧氏空间是许多后继课程的基础，例如实变函数中的测度概念、泛函分析中的度量

空间和赋范空间、拓扑学中的拓扑空间等，都是欧式空间的基础上按照学科各自的理论与

方法形成的.因此，欧氏空间是学习实变函数、泛函分析等课程的重要基础.欧式空间以几

何空间为简单的模型，用其理论与方法去分析初等几何的全等、解析几何中的坐标变换方

法的基本原理，有助于提高对这些知识本质的认识，为今后从事中学数学教学储备必要的

基础理论基础. 

9.1 定义与基本性质 

教学的时间：****年  月  日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.了解欧式空间的定义形成的背景，理解欧式空间的定义. 

2.掌握向量的长度计算与向量之间夹角的确定. 

3.掌握柯西-布涅科夫斯基不等式的应用. 

二、教学重点 

内积的定义 

三、教学难点 

内积的定义、柯西-布涅科夫斯基不等式的证明 

四、教学过程 

(一)内积 

1.内积的定义 

定义 1 设V 是实数域 R 上一个线性空间,在V 上定义了一个二元实函数，称为内积,

记作 ),(  ,它具有以下性质: 

1) ),(),(   ;      2) ),(),(  kk  ; 

3) ),(),(),(   ;   4) 0),(  ,当且仅当 0 时, 0),(  . 

这里  ,, 是V 任意的向量, k 是任意实数,这样的线性空间V 称为欧几里得空间.欧

几里得空间以下简称为欧氏空间. 

几何空间中向量的内积显然也适合定义中列举的性质，所以几何空间中向量的全体构

成一个欧几里得空间. 
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2.内积的举例 

例 1 在线性空间 nR 中,对于向量 

),,,(,),,,( 2121 nn bbbaaa    , 

定义内积 

.),( 2211 nnbababa                            (1) 

.2),( 2211 nnbnababa                         (1)、 

 

求内积(1)、(1)、定义的内积， nR 能否成为一个欧几里得空间？ 

例 1 说明：对同一个线性空间可以引入不同的内积,使得它作成欧几里得空间. 

在 3n 时，(1)式就是几何空间中的向量的内积在直角坐标系中的坐标表达式. 

例 2 在闭区间 ],[ ba 上的所有实连续函数所成的空间 ),( baC 中,对于函数 )(),( xgxf 定

义内积 


b

a
dxxgxfxgxf )()())(),(( .                            (2) 

对于内积(2)， ),( baC 能否构成一个欧几里得空间？ 

同样地，线性空间 nxRxR ][],[ 对于内积(2)也构成欧几里得空间. 

3.内积的性质 

1）定义中条件 1）表明内积是对称的. 

),(),(),(),()2  kkkk  . 

),(),(),(),(),(),()3   . 

由条件 4)有( ,  )  0 .所以对于任意的向量 ， ( , )  是有意义的. 在几何空间中，

向量 的长度为 ( , )  ,类似地，定义欧式空间中的向量的长度. 

(二)长度 

1.长度的定义 

定义 2 非负实数 ),(  称为向量 的长度，记为  . 

显然，向量的长度一般是正数，只有零向量的长度才是零. 
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2.长度的性质 

性质 1 设任取 k  R,  V , 则有 k ？ 

因为    2, , | |k k k k k        ，所以 

 || kk                                    (3) 

例 3 通常情况下定义的内积，计算向量 (2,1,4,-2)  ,3 ,
5


的长度？ 

长度为 1的向量叫做单位向量. 

性质 2 如果, 0 由(3)式，向量 


1
是不是单位向量？ 

用向量 的长度  去除向量 ，得一个与 成比例的单位向量，通常称为把 单位化. 

在解析几何中，向量  , 的夹角 ,  的余弦可以通过内积来表示 

 ,
cos , .

 
 

 
                               (4) 

为了在一般的欧几里得空间中利用（4）式引入夹角的概念，需证明不等式
( , )

1
 

 
 . 

性质 3 柯西-布涅柯夫斯基不等式 对于任意的向量  , 有 

 ),(                                  (5) 

当且仅当  , 线性相关时，等式才成立. 

其证明分  等于 0与不等于 0 两种情形来证. 
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性质 4 两个著名的不等式 

对于例 1 中的（1）定义的内积，在欧式空间 nR 中，  ),( 就是 

.22

2

2

1

22

2

2

12211 nnnn bbbaaabababa    

对于例 2 的空间 ),( baC ， ( ( ), ( )) ( ) ( )f x g x f x g x 就是 

2

1

22

1

2 )()()()( 










 

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf  

(三)夹角 

1.夹角的定义 

定义 3 非零向量  , 的夹角  , 规定为 





  ,0,

),(
arccos,  

2.三角不等式 

在几何空间中对于任意的向量  , 有 

  .                              (7) 

问：(7)式在欧式空间中的向量是否成立？ 

因为        
2

= = +2 +             ， ， ， ，  

 
22 2

+2 + = +      ，所以   . 

例 4 通常情况下定义的内积，计算下列向量的长度、这两个向量的内积、夹角，以及

验证   ，其中 (1,1,1,1) , ( 1,2,-4,3)    . 

3.正交 

定义 4 若向量  , 的内积为零，即 0),(  ，则  , 称为正交或互相垂直，记为

  . 

两个非零向量正交的充要条件是它们的夹角为
2


.       只有零向量才与自己正交. 

在几何空间中，有勾股定理，当  , 正交时， .
222

  在欧式空间中是否

成立？ 
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在欧式空间中，        
2 2 2

= = +2 + .                 ， ， ， ，  

在欧式空间中，当  , 正交时， .
222

   

推广：若向量两 m ,,, 21  两两正交，则 

22

2

2

1

2

21 mm    . 

(四)度量矩阵 

以上讨论中，对线性空间的维数没有作限制，从现在开始假定空间是有限维的. 

设V 是一个 n维欧几里得空间，在V 中取一组基 n ,,, 21  ，对于V 中任意两个向量 

nnxxx   2211 , nnyyy   2211 , 

由内积的性质得 

 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1

( , ) , ( , )
n n

n n n n i j i j

i j

x x x y y y x y         
 

         

令 

),,2,1,(),( njia jiij                  (8) 

显然 .jiij aa   

于是 


 


n

i

n

j

jiij yxa
1 1

),(                          (9) 

利用矩阵， ),(  还可以写成 

AYX ),(  ,                                 (10) 

其中 













































nn y

y

y

Y

x

x

x

X

2

1

2

1

,  

分别是  , 的坐标，而矩阵 nnijaA )( 称为基 n ,,, 21  的度量矩阵. 

上面的讨论表明，在知道了一组基的度量矩阵之后，任意两个向量的内积就可以通过

坐标按（9）或（10）来计算，因而度量矩阵完全确定了内积. 
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设 n ,,, 21  是空间V 的另外一组基，而由 n ,,, 21  到 n ,,, 21  的过渡矩阵为

C ，即 Cnn ),,,(),,,( 2121     

可以证明：基 n ,,, 21  的度量矩阵 

    ACCbB jiij
  , .                        (11) 

（其证明过程留着作为作业也就是课本 P390ex11（1）） 

这就是说，不同基的度量矩阵是合同的. 

根据条件(4)，对于非零向量 ，即























0

0

0


X 有 0),(  AXX  

因此，度量矩阵是正定的. 

反之，给定一个 n级正定矩阵 A及n维实线性空间V 的一组基 n ,,, 21  .可以规定V

上内积，使它成为欧几里得空间，并且基的 n ,,, 21  度量矩阵是 A . 

欧几里得空间的子空间在所定义的内积之下显然也是一个欧几里得空间. 

例 5 在 4 维欧氏空间中，设基

1 2 3 4(1,1, 1, 1) , (1,1,1,0) , ( 1,1,1,1) , (1,0,0, 1)           ，求该基下的度量矩阵

2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 1

0 0 1 2

A

 
 
 
 
 
 

，求在另一组基 1 2 3 4(1,0,0,0) , (0,1,0,0) , (0,0,1,0) , (0,0,0,1)      

下的度量矩阵 B？并验算是否符号（11）式？求向量 1 2(1, 1,1, 1) , (0,1,1,0)     的内积？ 

五、小结 

1.叙述欧式空间、度量矩阵的定义； 

2.如何确定向量的长度与向量的夹角的确定； 

3.柯西-布涅科夫斯基不等式的两个重要应用. 

4.思考度量矩阵为哪种矩阵比较简单方便？ 

六、作业（课本 P390ex11（1）） 

七、教学反思
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9.2 标准正交基 

教学的时间：****年  月  日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.掌握标准正交基的概念和求法. 

2.理解标准正交基的作用. 

二、教学重点 

标准正交基的概念，向量组正交化的方法 

三、教学难点 

向量组正交化的方法 

四、教学过程 

（一）标准正交基 

1. 正交向量组的定义 

定义 5 欧氏空间V 的一组非零的向量,如果它们两两正交，就称为一个正交向量组. 

按定义，由单个非零向量所成的向量组也是正交向量组. 

例 1 判断向量组 1

1 1
( , ,0,0),

2 2
 

2

1 1 2
( , , ,0),

6 6 6
   3

1 1 1 3
( , , , ),

12 12 12 12
    

4

1 1 1 1
( , , , )
2 2 2 2

    是不是正交向量组？ 

2. 正交向量组的性质：正交向量组是线性无关的. 

（这说明在 n维欧氏空间中，两两正交的非零向量不能超过 n个.） 

证明 设 1 2 m, , ,   是正交向量组， 1 2, , , mk k k 是 m 个实数，且有 1 1 2 2+ + + 0.m mk k k     

用 i 与等式两边作内积，得  , 0i i ik    . 

由 0i  ，有  , 0i i   ，从而 =0ik  ( i = 1, 2, …, m) . 

3. 正交基的定义 

定义 6 在 n维欧氏空间中，由 n个向量组成的正交向量组称为正交基；由单位向量组

成的正交基称为标准正交基组. 

例，例 1 的向量 1

1 1
( , ,0,0),

2 2
 

2

1 1 2
( , , ,0),

6 6 6
   3

1 1 1 3
( , , , ),

12 12 12 12
    
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4

1 1 1 1
( , , , )
2 2 2 2

    能否作为 R
4 的一组标准正交基？ 

4. 正交基的性质 

性质 1 设 n ,,, 21  是一组标准正交基，于是 










.,0

;,1
),(

ji

ji
ji

当

当
                                    (1) 

显然，(1)式完全刻画了标准正交基的性质. 

换句话说，一组基为标准正交基的充要条件是：它的度量矩阵为单位矩阵. 

因为度量矩阵是正定矩阵的，正定矩阵合同于单位矩阵.这说明在 n 维欧氏空间中存在

一组基，它的度量矩阵是单位矩阵.由此断言，在 n维欧氏空间中，标准正交基是存在的. 

性质 2 设 n ,,, 21  欧式空间的一组标准正交基，任意的向量 ，则

1 1 2 2 n nx x x       ， 的坐标可以通过内积简单地表示出来，即 

nn  ),(),(),( 2211   .                   (2) 

这是因为 1 1 2 2 n nx x x       ，用 i 与等式两边作内积，即得 

( , ), 1,2, , .i ix i n    

性质 3 设 n ,,, 21  欧式空间的一组标准正交基，在该标准正交基下，内积的简单表

达式如何求？ 

设 

.2211 nnxxx     

.2211 nnyyy     

那么 

.),( 2211 YXyxyxyx nn
                     (3) 

这个表达式正是几何中向量的内积在直角坐标系中坐标表达式的推广. 

应该指出，内积的表达式(3)，对于任一组标准正交基都是一样的.这说明了，所有的标准正

交基，在欧氏空间中有相同的地位. 

（二）求正交基的方法 

问题 1 n维欧氏空间中任一个正交向量组都能否扩充成一组标准正交基？ 
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定理 1 n维欧氏空间中任一个正交向量组都能扩充成一组正交基. 

证明 设 1 2, , , m   是一正交向量组，对n m 作数学归纳法证明. 

当n m =0 时， 1 2, , , m   已经是一正交基. 

假设n m =k 时，命题成立.也就是可以找到 k 个向量 1 2, , , k   使得 

1 2, , , m   ， 1 2, , , k   成为一组正交基. 

下证n m =k+1 时，命题成立.因为m n ，所以一定存在一个向量  不能由 1 2, , , m  

线性表出，作向量 +1 1 1 2 2=m m mk k k      - ,其中 1 2 mk k k， ， ， 是待定系数. 

     +1, = , ,i m i i i ik     - , i = 1, 2, …, m 

取
 

 

,
=

,

i

i

i i

k
 

 
, i = 1, 2, …, m 有  +1, =0i m  ， i = 1, 2, …, m. 

此时 +1 0m  ，若不然  能由 1 2, , , m   线性表出.因此，向量组 1 2, , , m   ， +1m 是

组正交组.此时，仅需在 1 2, , , m   ， +1m 中添加  +1n m =k 向量扩充为一正交基. 

以上表明，定理的证明实际上也就给出了一个具体的扩充正交向量组的方法.如果从任

一个非零向量出发，按证明中的步骤逐个地扩充，最后就得到一组正交基.再单位化，就得

到一组标准正交基. 

问题 2 欧氏空间中任意一组基 n ,,, 21  ，如何求其正交基？ 

定理 2 n ,,, 21  是欧氏空间中任意一组基，可以找到一组标准正交基 n ,,, 21  使 

),,,( 21 iL   .,,2,1,),,,( 21 niL i    

证明 设 n ,,, 21  是一组，下面将逐个求 n ,,, 21  . 

首先，可以取
1

1
1




  ．假定已经求出 m ,,, 21  ，而且它们是单位正交的,具有性

质 ),,,( 21 iL   .,,2,1,),,,( 21 miL i    

下一步将求 1m .因为 ),,,( 21 mL   ,),,,( 21 mL   所以 1m 不能被 m ,,, 21 

线性表出. 作向量 


 
m

i
iimmm

1
111 .),(  于是 01 m ，且   ,0,1  im  .,,2,1 mi   
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令
1

1
1




 

m

m
m




 . 121 ,,,, mm   是一组单位正交组. 

同时  ),,,( 121 mL   ,),,,( 121 mL   由归纳法原理，定理 2 得证. 

这说明定理 2 的要求 

),,,( 21 iL   .,,2,1,),,,( 21 niL i    

就相当于由基 n ,,, 21  到基 n ,,, 21  的过渡矩阵是上三角形的. 

定理 2 中把一组线性无关的向量变成一单位正交向量组的方法称为施密特（Schimidt）

正交化过程. 

例 2 把 1 2 3(1,2, 1), ( 1,3,1), (4 1,0)       ， 变成单位正交组. 

（三）正交矩阵 

上面讨论了标准正交基的求法.由于标准正交基在欧氏空间中占有特殊的地位，所以有

必要来讨论从一组标准正交基到另一组标准正交基的基变换公式. 

设 n ,,, 21  与 n ,,, 21  是欧氏空间V 中的两组标准正交基，它们之间的过渡矩阵

是 )( ijaA  ，即 

),,,( 21 n 





















nnnn

n

n

n

aaa

aaa

aaa











21

22221

11211

21 ),,,(   

因为 n ,,, 21  是标准正交基，所以 










.,0

;,1
),(

ji

ji
ji

当

当
                               (4) 

矩阵 A的各列就是 n ,,, 21  在标准正交基 n ,,, 21  下的坐标.按公式(3),(4)式可以表示

为 










.,0

;,1
2211

ji

ji
aaaaaa njnijiji

当

当
                  (5) 

(5)式相当于一个矩阵的等式 

EAA                           (6) 

或者 

AA 1  
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定义 7 n阶实数矩阵 A称为正交矩阵，如果 EAA  . 

由标准正交基到标准正交基的过渡矩阵是正交矩阵；反过来，如果第一组基是标准正

交基，同时过渡矩阵是正交矩阵，那么第二组基一定也是标准正交基. 

最后指出，根据逆矩阵的性质，由 

EAA   

即得 

EAA   

写出来就是 










.,0

;,1
2211

ji

ji
aaaaaa jninjiji

当

当
                  (7) 

(5)式是矩阵列与列之间的关系，(7)式是矩阵行与行之间的关系.这两组关系是等价的. 

例 3 求由标准正交基 1

1 2 1
( , , ),

6 6 6
  

2 3

1 1 1 1 1
( , , ), ( 0, )

3 3 3 2 2
    ， 到

标准正交基 1 2 3, ,   的过渡矩阵？ 

例 4 考虑定义在闭区间 ]2,0[  上一切连续函数所作成的欧氏空间 ]2,0[ C .函数组 

.,sin,cos,,sin,cos,1  nxnxxx  

构成 ]2,0[ C 的一个正交组. 

把上面的每一向量除以它的长度,就得到 ]2,0[ C 的一个标准正交组: 

.,sin
1

,cos
1

,,sin
1

,cos
1

,
2

1
 nxnxxx


 

例 5 欧氏空间 nR 的基 

）
）（

0,,0,1,0,,0( 
i

i  , ni ,,2,1   

是 nR 的一个标准正交基. 

五、小结 

1.叙述正交组及其性质、标准正交基的概念； 

2.如何把已知向量组正交化？ 

六、作业（课本 P389ex4,6,8） 
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七、教学反思 
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9.3 同构 

教学的时间：****年  月  日       教学学时数:1 学时 

一、教学目标 

1.理解两个欧氏空间同构的定义及其意义。 

2.掌握两个欧氏空间同构与空间维数之间的关系. 

二、教学重点 

1.欧氏空间同构的定义。 

2.两个欧氏空间同构与空间维数之间的关系. 

三、教学难点 

欧氏空间同构的定义 

四、教学过程 

（一）同构的定义 

定义 8 实数域R 上欧氏空间V 与V 称为同构的,如果由V 到V 有一个双射 ，满足 

1) )()()(   , 

2) )()(  kk  , 

3) ),())(),((   , 

这里 RkV  ,, ，这样的映射 称为V 到V 的同构映射. 

由定义，如果 是欧氏空间V 到V 的一个同构映射，那么也是V 到V 作为线性空间

的同构映射.因此，同构的欧氏空间必有相同的维数. 

设V 是一个 n 维欧氏空间，在V 中取一组标准正交基 n ,,, 21  ，在这组基下，V 的

每个向量 都可表成 

nnxxx   2211  

令 

n

n Rxxx  ),,,()( 21   

就是V 到 nR 的一个双射，并且适合定义中条件 1),2).上一节(3)式说明， 也适合条件 3)，

因而 是V 到 nR 的一个同构映射，由此可知，每个 n维的欧氏空间都与 nR 同构. 
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（二）同构的性质 

1.同构作为欧氏空间之间的关系具有反身性、对称性与传递性.  

反身性:每个欧氏空间到自身在恒等映射满足欧氏空间同构映射的条件，因此，欧氏空

间同构映射具有反身性. 

对称性:设是欧氏空间V 与V 的同构映射，因此，
-1 是欧氏空间V 到V 的双射，而

且满足条件（1），（2）,对于 V  , ，        11 ,,       11 ,  . 

1 是V 到V 的同构映射,因此，欧氏空间同构映射具有对称性. 

传递性:易证欧氏空间同构映射具有对称性. 

既然每个 n维欧氏空间都与 nR 同构，按对称性与传递性得，任意两个 n 维欧氏空间都

同构. 

2.定理 3 两个有限维欧氏空间同构它们的维数相等. 

这个定理说明，从抽象的观点看，欧氏空间的结构完全被它们的维数决定. 

五、小结 

1.请叙述欧氏空间同构的定义。 

2.两个欧氏空间同构与空间维数之间的关系 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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9.4 正交变换 

教学的时间：****年  月  日       教学学时数:  学时 

一、教学目标 

1.掌握正交变换的概念. 

2.掌握正交变换与正交矩阵的性质及其关系. 

二、教学重点 

正交变换与标准正交基的关系. 

三、教学难点 

正交变换的分类 

四、教学过程 

（一）正交变换的概念 

定义 9 欧氏空间V 的线性变换 A 叫做一个正交变换,如果它保持向量的内积不变，即对

任意的，都有 V , ,都有 

(A ,A  )= ),(  . 

正交变换可以从几个不同方面公平加以刻画. 

（二）正交变换的性质 

定理 4 设 A 是维欧氏空间的一个线性变换，于是下面四个命题是相互等价的： 

1）A 是正交变换； 

2）A 保持向量的长度不变，即对于 V ,|A |=| |; 

3）如果 n ,,, 21  是标准正交基，那么 A 1 , A 2 ,…, A n 也是标准正交基； 

4）A 在任一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵. 

问：1.正交矩阵是不是可逆变换的？ 

2.正交变换是不是欧式空间的同构映射的？ 

3.正交变换的乘积与正变换的逆变换是不是正交变换？ 

因为正交矩阵是可逆的，所以正交变换是可逆的.由定义看出，正交变换实际上就是

一个欧氏空间到自身的同构映射，因而正交变换的乘积与正变换的逆变换还是正交变换.
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在标准正交基下，正交变换与正交矩阵对应，因此，正交变换的乘积与正交矩阵的逆矩阵

也是正交矩阵. 

（三）正交变换的分类 

如果 A是正交矩阵，那么由 

EAA   

可知 

1
2
A 或者 1A . 

因此，正交变换的行列式等于+1 或-1.行列式等于+1 的正交矩阵通常称为旋转，或者

称为第一类的；行列式等于-1 的正交变换称为第二类的. 

例 1 在欧氏空间中任取一组标准正交基 n ,,, 21  ，定义线性变换 A 为： 

A ,11    A niii ,,3,2,   . 

求证：A 就是一个第二类的正交变换.（从几何上看，这是一个镜面反射.） 

例 2 设 )( 3RL ,令 3321132 ),,(),,,()( Vxxxxxx   .则 是 3R 的一个正交

变换.该变换是第几类的的正交变换？ 

例 3 将 2V 的每一向量旋转一个角 的正交变换关于 2V 的任意标准正交基的矩阵是 








 





cossin

sincos
. 

五、小结 

1.请叙述正交变换的概念. 

2.请叙述正交变换与正交矩阵的性质及其关系. 

六、作业（习题册）课本 p391 页 ex15 

七、教学反思
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9.5 子空间 

教学的时间：****年  月  日       教学学时数:  学时 

一、教学目标 

1.掌握子空间的正交的概念. 

2.欧式空间正交分解的原理. 

二、教学重点 

欧式空间正交分解的原理 

三、教学难点 

欧式空间正交分解的原理 

四、教学过程 

（一）子空间的正交的概念 

定义 10 设 21 ,VV 是欧氏空间V 中两个子空间.若对于任意的 21, VV   ，恒有

0),(  ，则称 21 ,VV 为正交的，记为 21 VV  . 

一个向量 ，若对于任意的 1V ，恒有 0),(  则称 与子空间 1V 正交，记为 1V . 

因为只有零向量与它自身正交，所以由 21 VV  可知  021 VV  ；由 1V , 1V 可知

0 . 

（二）欧式空间正交分解的原理 

定理 5 如果子空间 sVVV ,,, 21  两两正交，那么和 sVVV  21 是直和. 

定义 11 子空间 2V 称为子空间 1V 的一个正交补，如果 21 VV  ，并且 VVV  21 . 

显然，如果 2V 是 1V 的正交补，那么 1V 也是 2V 的正交补. 

定理 6 n维欧氏空间V 的每一个子空间 1V 都有唯一的正交补. 

1V 的正交补记为


1V ，由定义可知： 维（ 1V ）+维（


1V ）= n  

推论 


1V 恰由所有与 1V 正交的向量组成. 

由分解式


 11 VVV 可知，V 中任一向量 都可以唯一分解成 21    

其中 2211 , VV   .称 1 为向量 在子空间 1V 上的内射影. 
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五、小结 

1.请叙述子空间的正交、正交补的概念. 

2.请叙述定理 5 和定理 6，并试试着归纳欧式空间正交分解的原理. 

六、作业（习题册） 

七、教学反思
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9.6 实对称矩阵的标准形 

教学的时间：****年  月  日       教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1.了解实对称矩阵的性质、对称变换的定义. 

2.掌握求正交矩阵 P，使得 PTAP 是对角矩阵的方法. 

3.掌握实二次型的化简. 

二、教学重点 

1.实对称矩阵的性质. 

2.求正交矩阵 P，使得 PTAP 是对角矩阵的方法. 

三、教学难点 

1.求正交矩阵 P，使得 PTAP 是对角矩阵的方法. 

2.实二次型的化简. 

四、教学过程 

（一）问题的提出 

由第五章知：任意一个对称矩阵都合同于一个对角矩阵，换句话说，对于任意的对称

矩阵 A，存在一个可逆矩阵C 使 ACC 成对角形，也就是任意的对称矩阵合同于对角矩阵. 

现在利用欧氏空间的理论，有一种矩阵比较特别它是正交矩阵，它的转置与其逆是相

等的，任意的实对称矩阵既合同又相似于对角矩阵呢？ 

（二）实对称矩阵的性质 

引理 1 设 A是实对称矩阵，则 A的特征值皆为实数. 

证明提示 设0是 A 的特征值，只需要证明0是实数，也就是证明0与其共轭是相等即可. 

问题 1：对于实对称矩阵 A，能否在 n维欧氏空间 nR 上定义一个线性变换 A 使得在某

个基下的矩阵为实对称矩阵 A ? 

对于实对称矩阵 A，在 n维欧氏空间 nR 上定义一个线性变换 A 如下： 

A











































nn x

x

x

A

x

x

x


2

1

2

1

.                         (1) 
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显然 A 在标准正交基 
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21 


 n                   (2) 

下的矩阵就是 A . 

引理 2 设 A是实对称矩阵，A 的定义如上，则对任意 nR , ，有 

(A ,  )=( ,A  ),                      (3) 

或 

 AA  )(  

证明提示 只需证明后一个式子即可. 

定义 12 欧氏空间中满足等式(A ,  )=( ,A  )的线性变换称为对称变换. 

容易看出，对称变换在标准正交基下的矩阵是实对称矩阵.用对称变换来反映实对称矩

阵，一些性质可以看得更清楚. 

引理 3 设 A 是对称变换， 1V 是 A-子空间，则


1V 也是 A-子空间. 

要证明


1V 是不变子空间，只需要从


1V 中任取一个向量，该向量在线性变换 A 下的向

量也在


1V 中，也就是要证该向量的像与 1V . 

引理 4 设 A是实对称矩阵，则 nR 中属于 A的不同特征值的特征向量必正交. 

证明提示  设,是 A 的两个不同的特征值，,分别是属于  ,的特征向量，只要证

明( ,  ) = 0 . 

（三）主要的结论 

定理 7 对于任意一个 n级实对称矩阵 A，都存在一个 n级正交矩阵T ，使成

ATTATT 1 对角形. 

（四）正交矩阵的求法 

下面来看看在给定了一个实对称矩阵 A之后，按什么办法求正交矩阵T 使 ATT  成对角

形.在定理的证明中看到，矩阵 A按(1)式在 nR 中定义了一个线性变换.求正交矩阵T 的问题

就相当于在 nR 中求一组由 A的特征向量构成的标准正交基.事实上，设 
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是 nR 的一组标准正交基，它们都是 A的特征向量.显然，由 n ,,, 21  到 n ,,, 21  的

过渡矩阵就是 
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T 是一个正交矩阵，而 

ATTATT 1  

就是对角形. 

根据上面的讨论，正交矩阵T 的求法可以按以下步骤进行： 

1. 求出 A的特征值.设 r ,,1  是 A的全部不同的特征值. 

2. 对于每个 i ，解齐次方程组 

0)(
2

1

























n

i

x

x

x

AE


  

求出一个基础解系，这就是 A的特征子空间
i

V 的一组基.由这组基出发，按定理 2 的方法

求出
i

V 的一组标准正交基
iiki  ,,1  . 

3. 因为 r ,,1  两两不同，所以根据这一节引理 4，向量组
rrkrk  ,,,,,, 1111 1

 还

是两两正交的.又根据定理 7 以及第七章§5 的讨论，它们的个数就等于空间的维数.因此，

它们就构成 nR 的一组标准正交基，并且也都是 A的特征向量.这样，正交矩阵T 也就求出

了. 

（五）例子 

例 已知 
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求一正交矩阵T 使 ATT  成对角形. 

应该指出，在定理 7 中，对于正交矩阵T 我们还可以进一步要求 

1T  

事实上，如果求得的正交矩阵T 的行列式为-1，那么取 
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那么 TST 1 是正交矩阵，而且 

11  STT  

显然 ATTATT 
11 . 

如果线性替换 
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的矩阵  
ijcC  是正交的，那么它就称为正交的线性替换.正交的线性替换当然是非退化的. 

用二次型的语言，定理 7 可以叙述为： 

（六）正交的线性替换 

定理 8 任意一个实二次型 

jiij

n

i

n

j

jiij aaxxa 
 

,
1 1

 

都可以经过正交的线性替换变成平方和 

22

22

2

11 nn yyy    , 

其中平方项的系数 n ,,, 21  就是矩阵 A的特征多项式全部的根. 
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（七）二次曲面的化简 

最后指出，这一节的结果可以应用到几何上化简直角坐标系下二次曲线的方程，以及

讨论二次曲线的分类. 

在直角坐标系下，二次曲线的一般方程是 

0222222 321231312

2
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22

2

11  dzbybxbyzaxzaxyaxaxaxa   (5) 
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则(5)可以写成 

02  dXBAXX                                  (6) 

经过转轴，坐标变换公式为 

,

1
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1

333231
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或者 1CXX   

其中C 为正交变换且 1C ，在新坐标系中，曲面的方程就是 

0)(2)( 111  dXCBXACCX  

根据上面的结果，有行列式为 1 的正交矩阵C 使 
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这就是说，可以作一个转轴，使曲面在新坐标系中的方程为 
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其中 

Cbbbbbb ),,(),,( 321
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1   

这时，再按照 321 ,,  是否为零的情况，作适当的移轴与转轴就可以把曲面的方程化成标

准方程.譬如说，当 321 ,,  全不为零时，就作移轴 
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于是曲面的方程化为 

0*2
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其中  
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bbb
dd  . 

五、小结 

1.请叙述实对称矩阵的性质、对称变换的定义. 

2.请叙述求正交矩阵 P，使得 PTAP 是对角矩阵的方法. 

3.如何对实二次型进行化简？ 

六、作业（课本 P391ex17 的第 1小题，ex18 的第 1小题） 

七、教学反思 
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9.7 向量到子空间的距离·最小二乘法 

教学的时间：****年  月  日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1. 

二、教学重点 

质 

三、教学难点 

义 

四、教学过程 

（一）、在解析几何中，两个点 和  间的距离等于向量   的长度. 

定义 13 长度   称为向量 和  的距离，记为 ),( d  

不难证明距离的三条性质： 

1） ),(),(  dd  ; 

2） 0),( d ，并且仅当   时等号才成立； 

3） ),(),(),(  ddd  （三角不等式） 

在中学所学几何中知道一个点到一个平面（一条直线）上所有点的距离以垂线最短.

下面可以证明一个固定向量和一个子空间中各向量间的距离也是以“垂线最短”. 

先设一个子空间W ，它是由向量 k ,,, 21  所生成，即 ),,,( 21 kLW   .说一个

向量 垂直于子空间W ，就是指向量 垂直W 于中任何一个向量.易证 垂直于W 的充要

条件是 垂直于每个 ),,2,1( kii  . 

现给定  ，设 是W 中的向量，满足   垂直于W .要证明  到W 中各向量的距离以

垂线最短，就是要证明，对于W 中任一向量 ，有 

  . 

我们可以画出下面的示意图： 

证明 )()(   因W 是子空间， WW   , ,则 W .故   垂直
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于   .由勾股定理， 

222
   

故 

   

这就证明了，向量到子空间各向量间的距离以垂线最短. 

这个几何事实可以用来解决一些实际问题.其中的一个应用就是解决最小二乘法问题. 

例 已知某种材料在生产过程中的废品率 y 与某种化学成分 x 有关.下列表中记载了某

工厂生产中 y 与相应的 x 的几次数值： 

y (%) 1.00 0.9 0.9 0.81 0.60 0.56 0.35 

x (%) 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.0 4.2 

我们想找出 y 对 x 的一个近似公式. 

最小二乘法问题：线性方程组 
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可能无解.即任何一组数 sxxx ,,, 21  都可能使 





n

i

isisii bxaxaxa
1

2

2211 )(                    (1) 

不等于零.我们设法找 00

2

0

1 ,,, sxxx  使（1）最小，这样的 00

2

0

1 ,,, sxxx  称为方程组的最小二乘

解.这种问题就叫最小二乘法问题. 

下面利用欧氏空间的概念来表达最小二乘法，并给出最小二乘解所满足的代数条件.

令 
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用距离的概念，（1）就是 

2
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最小二乘法就是找 00

2

0

1 ,,, sxxx  使Y 与B 的距离最短.但从（2），知道向量Y 就是 
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把 A 的各列向量分别记成 s ,,, 21  .由它们生成的子空间为 ),,,( 21 sL   . Y 就是

),,,( 21 sL   中的向量.于是最小二乘法问题可叙述成： 

找 X 使（1）最小，就是在 ),,,( 21 sL   中找一向量Y ，使得B 到它的距离比到子

空间 ),,,( 21 sL   中其它向量的距离都短. 

应用前面所讲的结论，设 

ssxxxAXY   2211  

是所求的向量，则 

AXBYBC   

必须垂直于子空间 ),,,( 21 sL   .为此只须而且必须 

0),(),(),( 21  sCCC    

回忆矩阵乘法规则，上述一串等式可以写成矩阵相乘的式子，即 

.0,,0,0 21 








CCC s   
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而


s ,,, 21  按行正好排成矩阵 A，上述一串等式合起来就是 

0)(  AXBA  

或 

BAAXA   

这就是最小二乘解所满足的代数方程，它是一个线性方程组，系数矩阵是 AA ，常数项是

BA .这种线性方程组总是有解的. 

回到前面的例子，易知 





























































35.0

56.0

60.0

81.0

90.0

90.0

00.1

,

12.4

11.4

10.4

19.3

18.3

17.3

16.3

BA  

最小二乘解 ba, 所满足的方程就是 

0







 BA

b

a
AA , 

即为 









.012.573.27

,0675.193.2775.106

ba

ba
 

解得 

81.4,05.1  ba （取三位有效数字）. 

五、小结 

1.  

六、作业（习题册 

七、教学反思 
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9.8 酉空间 

教学的时间：****年  月  日        教学学时数:2 学时 

一、教学目标 

1. 

二、教学重点 

质 

三、教学难点 

义 

四、教学过程 

（一）、 

定义 14 设V 是复数域上一个线性空间，在V 上定义了一个二元复函数，称为内积,记

作 ),(  ，它具有以下性质: 

1) ),(),(   ， ),(  是 ),(  的共轭复数; 

2) ),(),(  kk  ; 

3) ),(),(),(   ; 

4) ),(  是非负实数,且 0),(  当且仅当 0  

这里  ,, 是V 中任意的向量, k 是任意复数,这样的线性空间称为酉空间. 

例 1 在线性空间 nC ,对向量 

   nn bbbaaa ,,,,,,, 2121     

定义内积为 

nn bababa  2211),(  ,                  (1) 

显然内积（1）满足定义 14 中的条件.这样
nC 就成为一个酉空间. 

由于酉空间的讨论与欧氏空间的讨论很相似，有一套平行的理论，因此在这只简单地

列出重要的结论，而不详细论证. 

1)  ),(),(  kk  . 
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2)  ),(),(),(   . 

3) ),(  叫做向量 的长度，记为 || . 

4)  柯西–布涅柯夫斯基不等式仍然成立，即对于任意的向量  , 有 

|||||,|   , 

当且仅当  , 线性相关时等号成立. 

注意：酉空间中的内积 ),(  一般是复数，故向量之间不易定义夹角但仍引入 

5)  向量  , ，当 0),(  时称为正交的或互相垂直. 

在 n 维酉空间中，同样可以定义正交基和标准正交基，并且关于标准正交基也有下述

一些重要性质： 

6) 任意一组线性无关的向量可以用施密特过程正交化，并扩充为一组标准正交基. 

7）对 n 级复矩阵 A ，用 A 表示以 A 的元素的共轭复数作元素的矩阵 .如 A 满足

EAAAA  ，就叫做酉矩阵.它的行列式的绝对值等于 1. 

两组标准正交基的过渡矩阵是酉矩阵. 

8) 酉空间V 的线性变换 A，满足 

(A ,A  )=( ,  ), 

就称为V 的一个酉变换.酉变换在标准正交基下的矩阵是酉矩阵. 

9）如矩阵 A满足 

AA   

则叫做埃尔米特(Hermite)矩阵.在酉空间 nC 中令 

A











































nn x

x

x

A

x

x

x


2

1

2

1

 

则 

(A ,  )=( ,A  ). 

A 也是对称变换. 
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10）V 是酉空间， 1V 是子空间，


1V 是 1V 的正交补，则


 11 VVV  

又设 1V 是对称变换的不变子空间，则


1V 也是不变子空间. 

11）埃尔米特矩阵的特征值为实数.它的属于不同的特征值的特征向量必正交. 

12）若 A是埃尔米特矩阵，则有酉矩阵C ，使 

ACCACC 1  

是对角形知阵. 

13）设 A为埃尔米特矩阵，二次齐次函数 

XAXxxaxxxf
n

i

n

j

jiijn


 1 1

21 ),,,(   

叫做埃尔米特二次型.必有酉矩阵C ，当时 CYX   

nnnn yydyydyydxxxf   22211121 ),,,( . 

五、小结 

1.  

六、作业（习题册 

七、教学反思 

 


