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第四节    正交变换 



一、定义 

定义 9    欧氏空间 V 的线性变换 A  称为正交变换， 

如果它保持向量的内积不变，即对于任意 

的  ,   V，都有 

(A  , A  ) = ( ,  ) . 



二、性质 

定理 4    设 A  是 n 维欧氏空间 V 的一个线性 

变换，于是下面四个命题是相互等价的： 

1)  A  是正交变换； 

2)  A  保持向量的长度不变，即对于  V， 

| A  | = |   |； 

3)  如果 1 , 2 , … , n 是标准正交基，那么 

A 1 , A 2 , … , A n 也是标准正交基; 

4) A在任一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵. 



证明 首先证明 1) 与 2) 等价. 

如果 A  是正交变换，那么 

(A  , A  ) = ( ,  ) . 

两边开方即得 

| A  | = |  |. 

反过来，如果 A  保持向量的长度不变，那么 

(A , A  ) = ( ,   ) ， 

(A  , A  ) = ( ,  ) ， 

(A ( +  ) , A ( +  )) = ( +   ,  +  ) . 



把最后的等式展开即得 

(A , A  ) + 2(A  , A  ) + (A  , A  ) 

=( ,  ) + 2( ,  ) + ( ,  ) . 

再利用前面两个等式，就有 

(A  , A  ) = ( ,  ) . 

这就是说，A  是正交变换. 

再来证 1) 与 3) 等价. 

设 1 , 2 , … , n 是一组标准正交基，即 



(i , j ) = 
1，当 i = j , 

0，当 i  j  
(i ,  j = 1, 2, … , n ) . 

如果 A  是正交变换，那么 

(A i , A j ) = 
1，当 i = j , 

0，当 i  j  
(i ,  j = 1, 2, … , n ) . 

这就是说， A 1 , A 2 , … , A n 是标准正交基. 反 

过来，如果 A 1 , A 2 , … , A n 是标准正交基， 

那么由 

 = x11 + x22 + … + xnn ， 

 = y11 + y22 + … + ynn ， 



A  = x1 A 1 + x2 A 2 + … + xn A n ， 

A  = y1 A 1 + y2 A 2 + … + yn A n ， 

与 

即得 

( ,  ) = x1y1 + x2y2 + … + xnyn = (A  , A  ) . 

因而 A  是正交变换. 

最后来证 3) 与 4) 等价. 

设 A  在标准正交基 1 , 2 , … , n 下的矩阵为 

A，即 



(A 1 , A 2 , … , A n ) = (1 , 2 , … , n )A . 

如果 A 1 , A 2 , … , A n 是标准正交基，那么 A 可 

以看作由标准正交基 1 , 2 , … , n 到A 1 , A 2 , … 

, A n 的过渡矩阵，因而是正交矩阵. 反过来，如 

果 A 是正交矩阵，那么  A 1 , A 2 , … , A n  就是 

标准正交基. 

这样，就证明了1) , 2) , 3) , 4)的等价性. 

证毕 



因为正交矩阵是可逆的，所以正交变换是可逆 

的. 由定义不难看出，正交变换实际上就是一个欧 

氏空间到它自身的同构映射 (§3 ) ，因而正交变换 

的乘积与正交变换的逆变换还是正交变换. 在标准 

正交基下，正交变换与正交矩阵对应，因此，正交 

矩阵的乘积与正交矩阵的逆矩阵也是正交矩阵. 

如果 A 是正交矩阵，那么由 AAT = E 

可知 | A |2 = 1 或者 | A | =  1 . 



因此，正交变换的行列式等于 + 1 或者 - 1 . 行列 

式等于 +1 的正交变换通常称为旋转，或者称为第 

一类的； 行列式等于 -1 的正交变换称为第二类 

的. 

例如，在欧氏空间中任取一组标准正交基 

1 , 2 , … , n ，定义线性变换 A  为 

A 1 = - 1 ， A i = i , i = 2, … , n . 

那么， A  就是一个第二类的正交变换. 从几何上 

看，这是一个镜面反射(参看本章习题 15) . 



例2 设               令                . )( 3RL 3321132 ),,(),,,()( Vxxxxxx  

则  是    的一个正交变换.  3R



例3 将  的每一向量旋转一个角  的正交变换关于   
的任意标准正交基的矩阵是 

 
  
 
 

又令  是例1中的正交变换.在平面  内取两个正交
的单位向量     ,再取一个垂直于H的单位向量  ,那
么       是   的一个规范正交基,             关于这个基

的矩阵是 
 
 

以上两个矩阵都是正交矩阵. 
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小结和作业 

1.请叙述正交变换的定义. 

2.判断正交变换的方法有哪些？ 


