
主要内容 

问题的提出 

第 2节    标准正交基（二） 

如何求标准正交基 

例题巩固 

第 9章    欧几里得空间 

小结、提出进一步的思考 



1，n维欧式空间中，任意一组正交向量组能否扩充为它的

一组正交基？ 

一、问题的提出 

2.能否从n维欧式空间的一组基得到一组标准正交基? 



设 1 , 2 , … , m 是n维欧式空间的一正交向量组. 

1.当 n - m = 0 时， 1 , 2 , … , m 就是一组正交基. 

2.假设  n - m = k 时，可以找到向量 1 , 2 , … , k ,  

1 , 2 , … , m  , 1 , 2 , … ,  k 成为一组正交基. 

下证n - m = k + 1 的情形. 

因为 m < n ，所以一定有向量  不能被1 , 2 , … , m

线性表出. 

所以一定有向量  不能被1 , 2 , … , m线性表出， 

 使得 

作向量 m +1 =  - k11 - k22 - … - kmm  0 . 



这里 k1 , k2 , … , km 是待定的系数. 

用 m +1与i 作内积，得 

(m +1 , i) = ( , i ) - ki(i , i ) 
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因此 1 , 2 , … , m  , m +1  是一正交向量组. 

正交组 1,2 ,…,m  , m +1 还需增加n-(m+1) 
=(n-m)-1 

=(k+1)-1 =k 扩充为一正交基. 

定理 1   n 维欧氏空间中任一个正交向量组都能扩充成
一组正交基. 



1，n维欧式空间中，任意一组正交向量组能否扩充为它的

一组正交基？ 

2.能否从n维欧式空间的一组基得到一组标准正交基? 



证明 设 1 , 2 , … , n 是一组基，逐一地求出向量  

1 , 2 , … , n . 

首先，可取 .
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  假定已经求出 1 , 2 , … , m ，  

它们是单位正交的，具有性质 

定理 2    对于 n 维欧氏空间中任意一组基 1 , 2 , … , n ，  

都可以找到一组标准正交基 1 , 2 , … , n ，使  

L(1 , 2 , … , i ) = L(1 , 2 , … , i) , i = 1,2,…,n . 

L(1 , 2 , … , i ) = L(1 , 2 , … , i) , i = 1,2,…,m .  



下一步求m +1 . 

因为 L(1 , 2 , … , m ) = L(1 , 2 , … , m) , 

所以 m +1 不能被 1 , 2 , … , m 线性表出. 
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这里 k1 , k2 , … , km 是待定的系数. 

由(m +1 , i) = 0 ，得ki ，i = 1 , 2 , … , m， 且m +1  0  
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则 1 , 2 , … , m , m +1  

就是一单位正交向量组. 

同时 L(1 , 2 , … , m +1 ) = L(1 , 2 , … , m +1) . 

由归纳法原理，定理 2 得证. 证毕 



定理 2 中把一组线性无关的向量变成一单位正 

交向量组的方法称为施密特(Schimidt)正交化过程. 



     例 1    设 
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试用施密特正交化过程把这组向量变成单位正交 

的向量组. 



      解    取   b1 = a1 ; 
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再把它们单位化, 取 
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则 e1 , e2 , e3 即为所求. 



小  结 

2.给定n维欧式空间中，任意一组基，能把它们化

为标准正交基。 

1. n维欧式空间中，任意一组正交向量组扩充为

它的一组正交基. 



思   考 
1.满足定理2的基 1 , 2 , … , n 到基 1 , 2 , … , n 的 

过渡矩阵是哪种类型的矩阵？ 

2.由欧式空间的一个标准正交基到另一个标准正交基的

过渡矩阵有什么性质特征？ 


