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多个多项式的情形 



一、定义 

如果多项式  (x) 既是 f (x) 的因式，又是 g(x)  

的因式，那么  (x) 就称为 f (x) 与 g(x) 的一个公因式. 

定义 6    设  f (x) , g(x) 是 P[x] 中两个多项式, 

P[x] 中多项式 d(x) 称为 f (x) , g(x) 的一个最大公因式， 

如果它满足下面两个条件： 

1)  d(x) 是 f (x) , g(x) 的公因式； 

2)   f (x) , g(x) 的公因式全是 d(x) 的因式. 



首一最大公因式记为: 

(f (x), g(x)). 

问   1.任意两个多项式的公因式是否存在？请举例说明. 

3.若d1(x)，d2(x)是多项式f (x)与g(x)的最大公因式，

则它们之间的关系？ 

2.f (x)是零多项式与多项式f (x)的最大公因式，对吗？ 

两个多项式的最大公因

式在可以相差一个非零

常数倍的意义下是唯一

确定的. 



二、最大公因式的求法 

 如果有等式 

f (x) = q(x) g(x) + r(x)                              (1) 

成立，那么 f (x) , g(x) 和 g(x) , r(x) 有相同的公因式. 

引理  (带余除法与公因式）  

若 g(x) , r(x) 有一个最大公因式 d(x) ，则 d(x)也就  

是 f (x) , g(x) 的一个最大公因式. 



证明 如果  (x) | g(x) ,  (x) | r(x) , 那么由 (1) 

 (x) | f (x) . 这就是说，g(x) , r(x) 的公因式全是 

f (x) , g(x) 的公因式. 反过来，如果  (x) | g(x) ,  

 (x) | f (x) , 那么  (x) 一定整除它们的组合 

r(x) = f (x) - q(x) g(x) . 

这就是说，  (x) 是 g(x) , r(x) 的公因式 . 

f (x) = q(x) *g(x) +  1*  r(x)                  (1) 



f (x) = q1(x) g(x) + r1(x) , 

g(x) = q2(x) r1(x) + r2(x) , 

r1(x) = q3(x) r2(x) + r3(x) , 
      ………… 

rs-3(x) = qs-1(x) rs-2(x) + rs-1(x) , 

rs-2(x) = qs(x) rs-1(x) + rs(x) , 

rs-1(x) = qs+1(x) rs (x). 

ri-1(x) = qi+1(x) ri(x) + ri+1 (x) , 
      ………… 

问：若在P[x]z中下列式子成立， 

（1）能否求出f(x) 与g(x)的一个最大公因式？ 

（2）rs (x)能否表示成f (x) 与g(x)的组合？ 



定理 2    对于 P[x] 中任意两个多项式  f (x) , g(x)，  

在 P[x] 中存在一个最大公因式 d(x)，且 d(x)可以表成 

f (x) , g(x) 的一个组合，即有 P[x]中多项式  u(x) , v(x) 使 

d(x) = u(x) f (x) + v(x) g(x)                        (2) 



证明 如果 f (x) , g(x) 有一个为零，譬如说， 

g(x) = 0，那么 f (x) 就是一个最大公因式，且 

f (x) = 1  f (x) + 1  0 . 

下面来看一般情形. 不妨设 g(x)  0 . 

按带余除法，用 g(x) 除 f (x)，得到商 q1(x) ，余式r1(x)； 

若 r1(x)  0,再用 r1(x) 除 g(x)，得商 q2(x) ,余式 r2(x)； 

若 r2(x)  0，再用 r2(x) 除 r1(x)，得商 q3(x) ,余式 r3(x)； 

如此辗转相除下去，显然，所得余式的次数不断降低， 

 ( g(x) ) >  ( r1(x) ) >  ( r2(x) ) > ... 即 



因此在有限次之后，必然有余式为零. 于是有一串等式： 

f (x) = q1(x) g(x) + r1(x) , 

g(x) = q2(x) r1(x) + r2(x) , 

r1(x) = q3(x) r2(x) + r3(x) , 
      ………… 

rs-3(x) = qs-1(x) rs-2(x) + rs-1(x) , 

rs-2(x) = qs(x) rs-1(x) + rs(x) , 

rs-1(x) = qs+1(x) rs (x). 

ri-1(x) = qi+1(x) ri(x) + ri+1 (x) , 
      ………… 

因此，rs (x) 就是 f (x) 与 g(x) 的一个最大公因式, 

且rs(x) = u(x) f (x) + v(x) g(x) .  

辗转相除法 
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解 辗转相除法可按下面的格式来作： 



就有 ( f (x) , g(x) ) = u(x) f (x) + v(x) g(x) . 

由此可得： r
2
(x)是 f (x)与g(x)的一个最大公因式. 
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已知 



三、多项式互素 1.  定义 

定义 7   P[x] 中两个多项式 f (x) , g(x) 称为互素(质)的， 

如果 (f (x) , g(x)) = 1 . 

问1.  f (x) , g(x) 互素条件? 

2. 若( f (x) , g(x) ) = 1，且f (x) | g(x) h(x) ,则f (x)| 能否整
除h(x)? 

3.若 f1(x) | g(x) ， f2(x) | g(x) 且( f1(x) ,  f2(x) ) = 1 ,则
f1(x) f2(x) 能否整除 g(x) ？ 



2.  互素的条件 

定理 3    P[x] 中两个多项式 f (x) , g(x) 互素的 

充分必要条件是有 P[x] 中的多项式  u (x) , v (x) 使 

u (x) f (x) + v (x) g(x) = 1 . 



3.  互素的性质 

定理 4    如果 ( f (x) , g(x) ) = 1，且f (x) | g(x) h(x) ,  

那么 f (x) | h(x) .  

推论    如果 f1(x) | g(x) ， f2(x) | g(x) 且 ( f1(x) ,  f2(x) ) = 1 , 

那么 f1(x) f2(x) | g(x) . 



四、多个多项式的情形 

1.  多个多项式的最大公因式 

  定义8    设 f1(x) , f2(x) , … , fs(x) 是任意 s (s  2)  

个多项式，d(x) 称为 f1(x) , f2(x) , …, fs(x) 的一个最 

大公因式，如果 d(x) 具有下面的性质： 

1)  d(x) | fi(x) ,  i = 1 , 2 , … , s ; 

2)  如果  (x) | fi(x) ,  i = 1 , 2 , … , s ，那么 

 (x) | d(x) . 



仍用符号 ( f1(x) , f2(x) , …, fs(x) ) 来表示 

首项系数为 1 的最大公因式. 不难证明， f1(x) ,  

f2(x) , …, fs(x) 的最大公因式存在，而且当 f1(x) ,  

f2(x) , …, fs(x) 全不为零时， 

( ( f1(x) , f2(x) , …, fs-1(x) ) , fs(x) ) 



就是 f1(x) , f2(x) , …, fs(x) 的最大公因式，即 

( f1(x) , f2(x) , …, fs(x) ) 

= ( ( f1(x) , f2(x) , …, fs-1(x) ) , fs(x) ) . 

同样，利用以上这个关系可以证明，存在多项式 

ui(x) ,  i = 1 , 2 , … , s ，使 

u1(x) f1(x) + u2(x) f2(x) + … + us(x) fs(x) 

= ( f1(x) , f2(x) , …, fs(x) ) . 



2.  多个多项式互素 

       定义9    如果 ( f1(x) , f2(x) , …, fs(x) ) = 1，那么 

f1(x) , f2(x) , …, fs(x) 就称为互素的. 

同样，有类似于定理 3 的结论. 



小结和作业 

1.请叙述两个公因式、最大公因式的定义？ 

2.如何求两个最大公因式的求法？其原理是什么？ 

3.叙述两个多项式的互素的定义以及判断方法和性质. 

4.作业见学习通. 


