
第四章 柱面、锥面、旋转曲面与二次曲面

典型题解

解答题

1.已知柱面的准线为

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且（1）母线平行于 x轴；（2）母线平行于直线 x=y,z=c,试求这些柱面的方程.

解 （1）因为母线平行于 x轴，则母线的方向数为 1，0，0，设 M 1(x 1,y 1,z 1)

是准线上的点，那么过 M 1(x 1,y 1,z 1)的母线为

,
001

111 zzyyxx 







且有 



再设

那么 

将代入，得

④

⑤

由⑤得

代入④得

所以所得柱面方程为

（2）因为直线 x=y,z=c 的方向数为 1，1，0，故母线的方向数为 1，1，0，设

M 1(x 1,y 1,z 1)是准线上的点，那么过 M 1(x 1,y 1,z 1)的母线方程为
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化简整理得柱面方程为

2.设柱面的准线为
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母线垂直于准线所在的平面，求这柱面的方程.

解 因为准线所在平面的方程为 x-2z=0,又因为母线垂直于准线所在的平面，所

以母线的方向数为{1，0，-2}

设 M 1 (x 1 ,y 1 ,z 1 )为准线上的一点，故过 M 1 (x 1 ,y 1 ,z 1 )的母线方程为
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令上式都等于 t,即 ,
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则有 ,2,, 111 tzzyytxx  ①

因为 M 1(x 1,y 1,z 1)在准线上，所以有
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把①代入②，③得
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化简整理得柱面方程为
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3.求过三条平行直线 x=y=z,x+1=y=Z-1与 x-1=y+1=z-2的圆柱面方程.

解 过直线 x=y=z上的点（0，0，0）且与该直线垂直的平面为 x+y+z=0.

这平面与直线 x+1=y=z-1,x-1=y+1=z-2分别交于点（-1，0，1）， )
3
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容易验证点（1，1，1）与这三点（0，0，0），（-1，0，1）， )
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不共面，所以过这四点存在一球面，设过原点的球面为
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将点（1，1，1），（-1，0，1）, )
3
4,

3
5,

3
1(  的坐标代入得
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所以得球面得方程为
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所以圆柱面得准线为
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又圆柱面的母线方向为 1：1：1，在准线上任取一点 ),.( 0000 zyxM , 那么过 M 0的

母线为
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,0000  zyx ②

令 ,000 tzzyyxx 

则有 ,,, 000 tzztyytxx  ③
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化简整理得柱面方程为

.013112555555 222  zyxyzxzxyzyx

4．画出下列方程所表示的曲面的图形：

(1) 3694 22  yx ; (2) 422  zy ;

(3) zx 42  ; (4) 022  yxx .

解 (1)方程的标准形式为
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这是以 xOy坐标面里的椭圆为准线，与 z轴平行的直线作为母线的椭圆柱面

而在 xOy 坐标面上的椭圆长轴为 3，短轴为 2，所以图形如图 4.4 所示；
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（2）方程的标准形式为
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所以这是以 yOz 里的半轴长都为 2的双曲线为准线，与 x轴平行的方向作为母线

方向的双曲柱面.

图形如图 4.5 所示；

（3）曲面是以 xOz 里的抛物线为准线，与 y轴平行的直线为母线的抛物柱面.

图形如图 4.6 所示；
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图 4.7

（4）方程化为 2( 1) 1x y   ,

这是以 xOy 平面内顶点为（1,1,0）的抛物线作为准线，以平行于 z轴的直线作

为母线的抛物柱面.

z 轴在曲面上，图形如图 4.7 所示.

5.一个半径为 a的球面与一个直径等于球的半径的圆柱面，如果圆柱面通过

球心，那么这时球面与圆柱面的交线叫做维维安尼（viviani）曲线，这条曲线的



方程可以写为
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试求这曲线对三个坐标面的射影柱面方程和在三坐标面上的射影曲线的方程.
解 第一式第二式得，
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整理并化简得 4 4 2 2 2 0.z a z a y  

所以曲线对 xOy,yOz,xOz坐标面的射影柱面方程分别是
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6.已知锥面的顶点为 (3, 1, 2),  准线为 2 2 2 1,x y z   0,x y z   试求它的

方程.

解 设 1 1 1 1( , , )M x y z 为准线上的任意点，那么过 1M 点的母线为
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整理并化简得锥面方程为
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7．求以三坐标轴为母线的圆锥面的方程

解 作单位球面 1222  zyx ，交三坐标轴于 ）（ 0,0,1 ， ），，（ 010  ，

），（ 10,0  ，那么过三点 ）（ 0,0,1 ， ），，（ 010 ， ），（ 10,0 的平面
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可以看作是所求圆锥的准线；同理过 ）（ 0,0,1 ， ），，（ 010 ，

），（ 10,0 的平面 1 zyx ，过 ）（ 0,0,1 ， ），，（ 010  ， ），（ 10,0 的平面 1 zyx

与过 ）（ 0,0,1 ， ），，（ 010  ， ），（ 10,0 的平面 1 zyx 和球面的交线
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都可以看作另外三个圆锥面的准线。

现在来求以原点为顶点，准线为 1 的圆锥面，在准线上任取一点

）（ 1111 ,, zyxM ，那么过 1M 的母线方程为
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将④中的 t代入③得
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化简得圆锥面方程为
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同理可求得以原点为顶点， 2 ， 3 ， 4 依次为准线的圆锥面的方程为

0 zxyzxy ， 0 zxyzxy ， 0 zxyzxy 。



8．求顶点为 )4,2,1( ，轴与平面 022  zyx 垂直，且经过点 )1,2,3( 的圆

锥面的方程。

解 设 ）（ zyxM ,, 为母线上的任意点，那么这M 点的母线的方向为

}4,2,1{  zyxv 。

而在直角坐标系下，圆锥面的轴线方向即为平面 022  zyx 的法方向，

即有
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整理并化简得圆锥面的方程为
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9．将直线
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o
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绕 z轴旋转，求这旋转曲面的方程，并就和可能

的值讨论这是什么曲面？

解 旋转轴方程为
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设  1 1 1 1, ,M x y z 为母线上任一点，则过  1 1 1 1, ,M x y z 的纬圆方程为

1 0,z z  ①

2 2 2 2 2 2
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再由③得 1 1, ,y x z   

代入②得  22 2 2 2 2 ,x y z z z     

即  22 2 2 0x y z    

当    为椭圆面；

当 0    为单页双曲面；

当 0,    为圆锥面；

当 0    为圆柱面；

当 0    时曲面退化为直线即 Z轴。

10.已知曲线的参数方程为：      , ,x x u y y u z z u   ，将曲线绕 Z轴

旋转，求曲面的参数方程。

解 设  0, 0, 0x y z 为母线上的点，则  0, 0, 0x y z 到 z 轴的距离为 2 2
0 0x y ，所以

纬圆点参数方程为
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 

所以旋转曲面的参数方程为
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 
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其中 ,u 为参数。

11.一直线分别交坐标面 yOz,zOx,xOy 于三点 A,B,C,当直线变动时，直线上

的三定点 A,B,C 也分别在三个坐标面上变动，另外直线上有第四点 P，它与 A,B,C

三点的距离分别为 , , ,a b c 当直线按照这样的规定（即保持 A,B,C 分别在三个坐标

面上）变动时，试求 P点的轨迹.

解 设直线的方向余弦为 cos ,cos ,cos ,   P 点的坐标为 0 0 0( , , )x y z ，则直线方

程为
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当 0x  时， 0 cos 0,x   从而

0 .
cos
xt
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所以 A坐标为 0 0 0 0
cos cos0, , ,
cos cos

y x z x 
 
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则依题意有

2 2
2 2 2 2
0 0 02 2

cos cos ,
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x x x a 
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即
2 2 2
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因为 2 2 2cos cos cos 1,    

所以 0 cos .x a  

同理可得 0 0cos , cos ,y b z c    

从而有
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所以 P点的轨迹方程为
2 2 2

2 2 2 1.x y z
a b c

  

12.已知椭球面
2 2 2

2 2 2 1.x y z
a b c

     ,c a b  试求过 x轴并与曲面的交线是圆

的平面.

解 设所求平面方程为 0,By Dz 

其中 B,D 不全为零.如果 B=0，则平面方程为 0,z  故与椭球面的交线为

2 2

2 2 1,

0.

x y
a b
z


 


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是一个椭球，与条件矛盾！所以 0.B 

同样可知 0,D  所以 .Bz y
D

 



因为过 x轴并与曲面的交线圆可以看成球面

2 2 2 2x y z a  

与椭球面的交线，即

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

,

1.

x y z a
x y z
a b c

   



  

①

②

由②式得
2 2

2 2 2 2
2 2 ,a ax y z a
b c

  

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 ,a a xx y z z a
b c

 
    

 

即
2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 ,a a cx z y z a
b c


    ③

将 .Bz y
D

  代入③得

2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 .a a c Bx z y y a
b c D


   

与①比较得
2 2 2 2

2 2 2 1,a a c B
b c D


 

所以
2 2 2

2 2 21B a c
D b a c

           

 
 

2 2 2

2 2 2

c b a

b a c






所以  2 2 2 2: :B D c b a b a c   

所以所求平面方程为

2 2 2 2 0c b a y b a c z    ，

与 2 2 2 2 0.c b a y b a c z   

13.设动点与 (4,0,0)的距离等于这点到平面 1x  的距离的两倍，试求这动点

的轨迹.

解：设动点 ( , , )M x y z ，所求轨迹为，则



2 2 2 2 2 2 2( , , ) ( 4) 2 1 ( 4) 4( 1)M x y z x y z x x y z x            

亦即：
2 2 2

1
4 12 12
x y z

   

此为的轨迹方程。

14.试求单叶双曲面
2 2 2

1
16 4 5
x y z

   与平面 2 3 0x z   的交线对 xoy平面的

射影柱面.

解：题中所设的交线为：

2 2 2

1
16 4 5

2 3 0

x y z

x z


  


   

从此方程中消去 z，得到：

2 220 24 116 0x y x   

此即为要求的射影柱面方程。

15.适当选取坐标系，求下列轨迹的方程：

（1）到一定点和一定平面距离之比为定常数的点的轨迹；

（2）与两给定的异面直线等距离的点的轨迹，已知两异面直线间的距离为 a2 ，

夹角为 2 。

解：（1）选取以给定平面为 xoy面，过定点且垂直于 xoy面的直线作为 z轴，则

定点的坐标设为  0,0,h ，常数为  0  ，所求的点为 M  , ,x y z ，则依提意得

 22 2x y z h
z


  

 ，

即  22 2 2 2 ,x y z h z   

即 .02)1( 22222  hhzzyx 

(i) .
1

)
1

)(1(x

0h

2
2

2
2

2
222 hhzy













 时，轨迹方程可改为

时，表示椭球面；即当 112  

当λ＞1时，为双叶旋转双曲面;

当λ=1 时，为旋转抛物面



（ii）当 h=0 时，轨迹方程为

x
2
+y

2
+(1-λ

2
)z

2
=0

当λ＜1时，为原点；

当λ＞1时，为圆锥面；

当λ=1 时，为 z轴

（2）取两异面直线的公垂线为 z 轴，公垂线的中点为原点，x 轴与两异面直角

成等角，设两异面直线为 l,m，则有













az
aty
atx

l sin
cos

: 1

1














az
aty
atx

m sin
cos

: 2

2

直线 l,m 的标准方程分别为

0sincos

,
0sincos

az
a

y
a
x

az
a
y

a
x










.

设 M（x,y,z）到 l,m 的距离相等，则

)(sin)(cos

sincoscos00sin
22

222

aa
aa
yx

a
xaz

a
azy






=

)(sin)(cos

sincoscos00sin
22

222

aa
aa

yx
a
xaz

a
azy











则有(z-α)
2
+(x sinα-y cosα)

2
=(z+a)

2
+(x sinα+y cosα)

2
，

即 a z+x y sinαcosα=0

16.画出下列方程所代表的图形

（1） 1
94

22

 zyx
（2） z=x y;



解（1）该曲面显然以（0，0，1）为顶点，以坐标面 xOz 与 yOz 为对称面，对

称轴为 z轴，

但 z≤1，对称面与曲面的交线为主截线，他们的方程依次为











0

1
4

2

y

zx
①











0

1
9

2

x

zy
②

曲面被平行于 xOy 面的一族平行面 z=t（t＜1）截得的一族曲线为















tz
t

y
t

x ,1
)1(9)1(4

22

这是一族椭圆，其中任一椭圆的两对顶点（±2 t1 ,0,t）与（0，±3 t1 ，

t）的坐标分别满足方程①与②，所以两对顶点分别在主截线即抛物线①与②上，

从而曲面的图形如图 4.14 所示.
z

y

图 4.14

(2)二次方程 z=x y 不是二次曲面的标准方程，应稍做变换，将 x轴与 y轴在 xOy

坐标面里一起绕 O点旋转
4
π

，这样新坐标系 O-x y z 的关系为




















'

''

''

z
4

cosy
4

sin
4

siny
4

cos

z

xy

xx

ππ

ππ



代入方程 z=x y 就得到曲面在新坐标系 O-x 'y' z'下的方程为
22

2'2'
' yxz  ，

这是一个双曲抛物面.

从方程知，面 ''Ozx 面与 ''Ozy 面为双曲抛物面的对称面，因此它的主截线为









0
2

'

'2'

x
zy

①









0
2

'

'2'

y
zx

②

用 Oyx ' 平面来截得到的是两条直线











0

0
22

'

2'2'

z

yx
所以有







0
0

'

''

z
yx

③

它们恰是原坐标系的 x轴与 y轴.

用平行于 ''Oyx 面的一族平行面 z'=h 来截曲面，得到的是一族双曲线











hz
h
y

h
x

'

2'2'

1
22 ④

当 h＞0时，双曲线④的实轴平行于 x
'
轴，虚轴平行于 y

'
轴，顶点（± h2 ，0，

h）的坐标满足②，所以顶点在主截线即抛物线②上;当 h＜0时，双曲线③的实

轴平行于 y
'
轴，虚轴平行于 x

'
轴，顶点（0，± h2 ，h）在主截线即抛物线①上.

如果用平行于 ''Ozy 面的平面来截曲面，得到的是一族抛物线











tx

tzy
'

2
'2' )

2
(2

⑤

抛物线⑤的顶点为（t,0,
2

2t
）,显然它在抛物线②上，抛物线⑤还与主抛物线①

的焦参数相等，所以是全等，而且开口方向也相同.

这样我们就能推想出曲面的大致形状，并把截线①，②画出，再画出双曲线④

与抛物线⑤（或一部分），曲面图形也可描写了.如图 4.15 所示.



z(z')
y'

Y

x'

x

图 4.15

17.画出下列各组曲面所围成的立体的图形:

（1）y=0,z=0,3x+y=6,3x+2y=12,x+y+z=6;

（2） ,22 zyx  三坐标平面，x+y=1;

（3） ;1,
2
1,2  yxyzyx

解（1）y=0 即 xOy坐标面，z=0 即 xOy坐标面，分别画出平面 3x+y=6,3x+2y=12,

平面 x+y+z=6 与平面 3x+y=6 的交线为







63
6

yx
zyx

即
23

6
1

zyx







而平面 x+y+z=6 与平面 3x+2y=12 的交线为







623
6

yx
zyx

为 ,
1
3

3
3

2







zyx

平面 3x+y=6 与平面 3x+2y=12 的交线为








.6
,0

y
x

而平面 3x+y=6,3x+2y=12,x+y+z=6 与坐标面 xOy的交线分别为







0
63

z
yx







0
1223

z
yx







0
6

z
yx

与坐标面 xOy的交线









0
2

:1 y
x

l






0
4

:2 y
x

l






0
6

:3 z
zx

l

而直线 1l 与 3l 的交点为（2,0,4），而直线 2l 与 3l 的交点为（4,0,2），从而图形为

如图 4.17 中阴影的一块.

（0,0,6）

3l

2l

（0,6,0）

(0,6,0)
图 4.17

x
z

（2）曲面与三坐标的交线分别为







0

022

z
yx

即（0，0，0），







0

2

y
zx

，






0

2

x
zy

而曲面 zyx  22 与平面 x+y=1 的交线为 O y







1

22

yx
zyx







1

21
yx

zxy
图 4.18

x



从而可知图形的形状如图 4.18 所示.

（3）这是由椭圆抛物面 yzx  22 的 x≥0 的部分，即半个椭圆抛物面与

yx
4
12  的 x≥0 部分，即半个抛物柱面，以及平面 y=1 围成的区域，它的简图

如图 4.19 所示.

z

y

x

图 4.19

18.求直线族
2 4 4 ,
2 4 4,

x y z
x y z

 
 
  

   
所成的曲面（式中的为参数）.

解 当 0  时，原方程变为

4 0,
2 0

x z
y
 

  

当 0  时，由第二式可知
4 2 ,

4
y

x z
 




带入第一式中得
4 2 4 22 . 4 4 ,

4 4
y yx y z

x z x z
 

  
 

整理并简化得 2 2 24 16 16 0,x y z   

容易验证直线
4 0,
2 0

x y
y
 

  

在上述曲面中，从而可知生成的曲面为

2 2 24 16 16 0x y z   

19.在双曲抛物面
2 2

16 4
x y z  上求平行于平面3 2 4 0x y z   的直母线.



解 方程
2 2

16 4
x y z  可以转化为

,
4 2 4 2
x y x y z        

   

所以他的直母线为

( ) ,
4 2 ( 0)

( )
4 2

x yw u
w

x yu wz

   
  


与

( ) ,
4 2 ( 0)
( )
4 2

x yt v
t

x yt tz

   
  


而两族直母线的方向分别为

1 1 1

0 0
2 4 4 2: : : :

2 4 4 2

w w w w

X Y Z
u u u uw w

 


 

= 22 :1: 2 :1: ,uw u
w w



2 2 2

0 0
2 4 4 2: : : :

2 4 4 2

t t t t

X Y Z
v v v vt t


   

2 2

( ) : : ( )
2 4 4
t t tv

  

2 22 : ( 1) : 2 : ( 1) : 2 : ( 1) : ,tv tv v
t t t

     

因为两直母线要平行于平面3 2 4 0x y z   如果是第一种情况，则有

3 2 2 1 4 0u
w

     

得 u:w=2:1;

如果第二种情况，则有

3 2 2 1 4 0v
t

      ，

得 v:t=1



所以所求直母线方程为

2,
4 4

0
2

x y

x y z

  

   


与

1,
4 2

0.
4 2

x y

x y z

  

   


20.求与直线
6 1

3 2 1
x y z 

  与
8 4

3 2 2
x y z 
 


相交，而且与平面 2x+3y-5

平行的直线的轨迹.

解 将直线方程化为参数式

1

1 2

1

6 3 ,
: 2 ,

1

x t
l y t

z t

 
 
  

1

2 2

2

3 ,
: 8 2 ,

4 2

x t
l y t

z t


  
   

要么点 1 2M M 就是与两直线 1 2,l l 都相交的直线，它的方向向量为 1 2M M


，因此直

线 1 2M M 的方向为

2 1 2 1 2 1: : [3( ) 6] :[(2( ) 8)] : ( 2 5),X Y Z t t t t t t       

直线 1 2M M 的方程（即直母线的方程）为

1 1 1

2 1 2 1 2 1

(6 3 ) 2 (1 ) ,
3( ) 6 2( ) 8 2 5
x t y t z t
t t t t t t
    

 
      

①

因为它平行于已知平面，所以有

2 1 2 12[3( ) 6] 3[2( ) 8] 0t t t t     

化简得 2 1 1 0t t   ②

由①，②中三个式子消去参数 1 2,t t 得所求的轨迹方程为

2 24 9 144x y z 

即
2 2

2
18 8
x y z 

这是一个双曲椭圆抛物面。

21.求与下列三条直线

1, 1,x x
y z y z
   

    
与

2 1 2
3 4 5

x y z  
 



都共面的直线所构成的曲面。



解 直线
1x

y z


  
的标准方程为

1
0 1 1
x y z

 

直线
1x

y z
 

  
的标准方程为

0 0 0x x y y z z
X Y Z
  

  ，

根据两直线相交的充要条件有

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 1 0

1
0 1 1 0

2 1 2
3 4 5 0

x x y z

X Y Z

x y z

X Y Z

x y z

X Y Z

 
 




  


   


 



即

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( )( 1) 0
( )( 1) 0

(4 )( 2) (5 3 )( 1) (3 4 )( 2) 0

Z Y x Xy Xz
Y Z x Xy Xz
Z Y x X Z y Y X z

    
     
         

即

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( ) ( 1) ( 1) 0  
( ) ( 1) ( 1) 0  

 (5 4 3) (5 3 4) (4 3 5) 0

y z X x Y x Z
y z X x Y x Z
y z X x z Y x y Z

     
      
         

①

②

③

由 ① ， ② 得

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

( 1) 1 1 ( 1)
: : : :

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
x x x y z y z x

X Y Z
x x x y z x x

       

          

= 2
0 0 0 0 0 0 02( 1) : 2( ) : 2( )x x y z x z y  

= 0 0 0 0 0 0 0( 1) : ( ) : ( ),x x y z x z y  

代入③式得

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0(5 4 3)( 1) (5 3 4)( ) (4 3 5)( ),y z x x y x y z x y x z y          

整理并化简得 2 2 2
0 0 0 1x y z  



因为 0 0 0( , , )x y z 是所求直线的任意点，从而所求曲面的方程为

2 2 2 1x y z   .

注 因为 X,Y,Z 不全为零，曲面①，②，③构成的方程组有非零解（X,Y,Z），

所以有

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( 1) 1
( 1) ( 1) 0,

5 4 3 (5 3 4) 4 3 5

y z x x
y z x x

y z x z x y

   
     

      

展开并化简可得

2 2 2
0 0 0 1.x y z  

22.试求单叶双曲面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

上互相垂直的两直母线交点的轨迹方

程.

解 两相交直母线必异族，单叶双曲面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

的两直母线为

,1 





 






 

b
yu

c
z

a
xw

u 族：







 






 

b
yw

c
z

a
xu 1

,1 





 






 

b
yv

c
z

a
xt

v 族：







 






 

b
yt

c
z

a
xv 1

所以两相交直母线的交点坐标为
 

utvw
wtuvax




 ，
 

utvw
utvwby




 ，
 

utvw
wtuvcz




 ①

两族直母线的方向向量分别为

    2222 ,2,a wucbuwwuSu  ，

    2222 ,2,a tvcbvttvSv 

因为 uS ⊥ vS ，所以有 0 vu SS ，即



      04 22222222222  tvwucuvwtbtvwua ，

从而得

 
 

 
 

 
 

222
2

22

2

22

2

22

cba
utvw
wtuvc

utvw
utvwb

utvw
wtuva













，

将①代入得交点坐标满足

222222 cbazyx  ，

所以所求的轨迹方程为

222222 cbazyx  ，

12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

.

23.已知空间两异面直线间的距离为 2 a，夹角为 2 ,过这两直线分别作平

面,并使这两平面互相垂直，求这样的两平面交线的轨迹.

解 取两异面直线 ml, 的公垂线为 z轴，公垂线的中点为原点， x与两异面

直线成等角,那么有

cos1tx  , cos2tx  ,

:l sin1ty  , :m sin2ty  ,

az  az 

即 0
sincos



yx

， 0
sincos



yx

，

:l :m
0 az 0 az

所以过直线 l的平面方程为

11 sincos



 





 yx

(z- a )=0.

过直线 l的平面方程为











sincos2
yx

+ 2 (z+ a )=0.

因为两平面垂直，且两平面的法向量分别为

n 1=








1
11 ,

sin
,

cos








,n 2 =








2
22 ,

sin
,

cos








,

所以有 n 1 n 2 =0,即



,0
sincos 212

21
2
21  







①

即









 222121 sin

1
cos
1

（2 ≠
2

）, ① '

而两平面的交线为

,0
sincos 11

11  azyx 







0
sincos 22

22  azyx 







即

,0
sincos 11

11  azyx 







212

2

2

2

21 sincos



 








 yx
( az 2 ) ②

将① '代入②中的第二式得

,
cossincos

1
sin
1 22

2

2

2

2

22 azyx


















③

所以任一满足条件的两平面的交线都落在曲面③上，从而生成的轨迹方程为

.
sincoscos

1
sin
1 22

2

2

2

2

22 azyx



















当 2≠
2

时，轨迹为单叶双曲面；

当 2＝
2

时,由①知 ,021  所以 01  或 02  .

01  时，轨迹方程为

,0 yx

02  时，轨迹方程为

,0 yx



所以 2＝
2

时，轨迹为两相交平面.

24. 已知圆柱面的轴为 ,
2
11

1 







z

z
yx

点（1，-2,1） 在此圆柱面上，求这个圆柱面

的方程。

解：因为圆柱面的母线平行于轴，所以母线的方向数即为轴的方向数 1，-2，-2.
因为空间的圆，总可以看成是某一球面与一平面的交线，这里的圆柱面的准线圆，可以看成

是以轴上的点（0，1，-1）为球心，点（0,1，-1）到已知点（1,-2,1）的距离 d= 14 为半径

的球面

x2
+ 1 2y + 1 2z =14，

过已知点（1，-2,1）且垂直于轴的平面

0322  zyx

的交线，即准线圆的方程为

   







 

0322
,1411 222

zyx
zyx （1）

再设  zyx 111
,, 为准线圆（1）上的点，那么过  zyx 111

,, 的母线为

221
111











 zyx zyx

且有

    1411 11 222

1
  zyx ，

0322 111
 zyx

由以上四式消去参数 ,
1x y1， z1即得所求的圆柱面的方程

8 099181884455 222  zyyzxzxyzyx
25.试求通过三条平行直线

:
1l ,

1
1

1
1

0






zyx

:
2l ,

1
2

10



zyx

:
3l 1

1
1
1

0
1 





 zyx

的圆柱面方程.



解：过直线l3上的点（1,1,1,）且垂直于l3的平面为

,0)1(1-y  z）（

即 y+z-2=0,

过平面交直线l1于点(0,2,0),交直线l2于点(0,0,2),容易验证坐标原点与这

三点(1,1,1),(0,2,0),(0,0,2)不共面，所以过这四点存在一球面，设过原点的

球面为

,0222  FzEyDxzyx

将点(1,1,1),(0,2,0),(0,0,2)的坐标代入得

D+E+F+3=0，

2E+4=0,

2F+4=0,

从而得 D=1，E=F= 2 .

因此球面方程为

,022222  zyxxyx

所以圆柱面的准线为

,022222  zyxxyx

y+z-2=0

又圆柱面的母线方向为 0:1:1，在准线上任取一点 ),,( 0000 zyxM ,那么过M 0

的母线为

,
110

x
000 zyx zy 







且有 ,022 000

2

0

2

0

2

0
 zyxzyx

0200
 zy

由上四式消去参数 zyx ,, 000
得所求柱面的方程为

.04222 222  xyzzyx

26.求与两个球面

16222  zyx 与 1)8( 222  zyx
都相切的圆锥面方程.

解 两个球面的球心分别为 O 1(0，0，0)，O 2 (0，8，0)，而两球面的半径分别



为 R=4，如，显然都两个球面是相离的，因为 21OO >R+r.因此与他们相切的锥面

应该有两个，即两个球可在锥面的同一腔内，也可在锥面的不同的两个腔内的两

种情况，在第一种情况下，锥面顶点 S 1外分线段O 21O ，定比为 =-R：r=-4；

第二种情况下，锥面的顶点 S 2 是内分线段 21OO ，定比 =R：r=4.

设圆锥面顶点 S的坐标为 ),,( 000 zyx ，那么

000  zx ，

3
32

41
84

0 



y ，

所以 1S 的坐标为 )0
3
320( ，， .

同样可求得 2S 的坐标为 )0,
3
32,0( .

设圆锥面 1S 的半顶角为 1 ，那么显然有

cos 1 =
8
55

3
32

4
3
32 2

2











，

所以圆锥面 1S 的方程为

8
55

3
32

}0,1,0{},
3
32,{

2
2

2









 



zyx

zyx
，

化简得 055
3
32955 2

2
2 






  zyx .

再设圆锥面 2S 的半顶角为 2 ，那么有



cos 2 =
8
39

5
32

4
5
32 2

2











，

所以圆锥面 2S 的方程为

8
39

5
32

}0,1,0{},
5
32,{

2
2

2









 



zyx

zyx
，

化简得 039
3
322539 2

2
2 






  zyx

27. 在直角坐标系下，求关于三坐标面对称，且通过两曲线











4

1
189

22

z

yx
与











;6

1
4824

2

z

yx
的二次曲面的方程.

解 曲面与三坐标面都对称，那么它的方程中只含平方项与常数项，因此

可设所求的二次曲面为

044
2

33
2

22
2

11  azayaxa ，

它与平面 z=4 与 z=-6 分别交于









4
,016 4433

2
22

2
11

z
aayaxa









6
,036 4433

2
22

2
11

z
aayaxa



即





















4

1
1616

22

4433

2

11

4433

2

z
a

aa
y

a
aa

x

，





















6

1
3636

22

4433

2

11

4433

2

z
a

aa
y

a
aa

x

，

将它们分别与曲线











4

1
189

22

z

yx
，











;6

,1
4824

2

z

yx

比较得

9
16

11

4433 



a

aa
， 1816

22

4433 



a

aa
，

2436

11

4433 



a

aa
， 4836

22

4433 



a

aa
，

由上解得 12:)3(:2:4::: 44332211 aaaa ，

因此所求的二次曲面方程为

012324 222  zyx ，

即 1
463

222


zyx

，

这是一个双叶双曲面.

证明题



1.已知柱面的准线为 r(u)={x(u),y(u),z(u)},母线的方向平行于向量

s={X,Y,Z},试证明柱面的向量式参数方程与坐标式参数方程分别为

r=r(u)+vs,

与












Zvuzz
Yvuyy
Xvuxx

)(
,)(
,)(

式中 vu, 为参数.

证明 如图 4.3 所示，设 ),,( zyxM 为柱面上一点，则在准线上定存在点

)),(),(),((0 uzuyuxM 使得

MM 0 ∥ ,S

设  ,,, zyxOMr 

)(0 urOM 

其中 ., 为参数vu

所以存在 v,使得

,0 vsMM 

即 ,0 vsOMOM 

所以 .)( vsurr 

从而坐标式参数方程为













Zvuzz
Yvuyy
Xvuxx

)(
)(
)(

其中 vu, 为参数.

2.证明下列方程表示的曲面是柱面：

)1( ;)()( 222 aazyzx 

(2) ;2))(( zyxzyyx 

(3) .012222  xzzyx

证明 (1)把原方程改写为

,)()( 222 azyazx 



或 ),2)(()( 2 zyazyzx 

从而有








zyazx
zyzx

2)(
),(




即







02)1(
,0)1(
azyx

zyx



这是一族直线，如果消去参数就得原方程，所以原方程表示的曲面由这族直线

所生成的，而这族直线的方向为

X :Y:Z=
1








1
)1(

：






1

)1(

1

：

1

1


= )1( 2  ：[ )1( 2   ]: )1( 2 

=1: )1( :1,

所以这是一族平行直线，因此由它所生成的曲面是一个柱面，或者确切地说，这

是一个准线为








,0
,)( 222

z
aayx

母线方向为 1：（-1）：1的柱面；

（2）把原方程改写为

),)()( zyyxzyyx  （）（

或 ,)1)(( zyzyyx 

那么有







,1)1(
),(

zy
zyyx




即







，） 01(
,0)1(




zy
zyx

这是一族直线，消去参数就得原方程，这族直线的方向为


-1

:: ZYX

-
：


-

0
1

：
0
1


-1

，）：：（）：：（ 11-1-  
所以这是一族平行直线族，由它生成的曲面是柱面，因此原方程是一个母线方向

为 1：（-1）:1 的柱面；

（3）证法一 因为方程可改写为

,-1 22 yzx  ）（



或 ），yyzx  1)(1()( 2

从而有






yzx
yzx

1)(
),1(




即






01
,0

zyx
zyx




这是一族直线，消去参数就得原方程，这族直线的方向为

1
-

::


ZYX

1

：

1


1

：

1

1
- 

）（（ 1:0:)1- 22  

1:0:1-
因此这是一族平行直线族，因此由它生成的曲面是一个柱面，这是一个准线为








0
,0122

z
yx

母线方向为 1:0:1 的柱面.
3.证明曲面

0),, 
l
x

n
z

n
z

m
y

m
y

l
xF（

是一个柱面，它的母线平行于直线

.
n
z

m
y

l
x



证法一 取 xoy坐标面与曲面的交线











0

,0),,(

z
l
x

n
z

n
z

m
y

m
y

l
xF

即










0

,0),,(

z
l
x

m
y

m
y

l
xF

为柱面的准线，母线方向为 l：m： n建立柱面方程，为此在准线上任取一点

),0,,( 111 yxM 那么过 1M 的母线为

,11

n
z

m
yy

l
xx







①

且有 ,0),,( 1111 
l
x

m
y

m
y

l
xF ②



由①得 ,1 z
n
lxx  ,1 z

n
myy 

代入②得 ,0,, 
















 







l

z
n
lx

m

z
n
my

m

z
n
my

l

z
n
lx

F

即 ,0,, 





 

l
x

n
z

n
z

m
y

m
y

l
xF

这就是原方程，所以原方程是一个母线平行于直线
n
z

m
y

l
x

 的柱面.

4．已知锥面的准线为 )}(),(),({)( uzuyuxur  ，顶点 A决定的向径为

},,{ 0000 zyxr  ，试证明锥面的向量式参数方程与坐标式参数方程为

0)1()( rvuvrr  ，

与














,)1()(
,)1()(
,)1()(

0

0

0

zvuvzz
yvuvyy
xvuvxx

式中的 vu, 为参数.

解  , ,p x y z 为锥面上任意一点，r op


 , ,x y z ，则 p点一定落在某

条母线上，设母线为准线上的点       , ,M x u y u z u 与 A 的连线，从而

0r r / /  r u r  

设  0 ,r r t r u r    

即    01 ,t r r tr u  

所以    0
1 1 , 1

1 1
r r r u t

t t
   

 

令
1, 1 ,

1 1
t v v
t t
  

 

所也    01r v r vr u  

从而锥面的坐标式参数方程为



   
   
   

0

0

0

1
1
1

x vx u v x
y vy u v y
z vz u v z

  
   
   

式中， ,u v为参数 .

5.由椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

   的中心（即圆点），沿某一定方向到曲面上的一

点的距离是 r ，设定方向的方向余弦分别为 , , ,   试证：

2 2 2

2 2 2 2

1 .
r a b c

  
  

证明 因为 r 的方向的方向余弦分别为 , , ,   所以有

, , ,x r y r z r     ①

因为点  , ,x y z 在椭球面上，所以有

2 2 2

2 2 2 1,x y z
a b c

   ②

将①代入②得
2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) 1,r r r
a b c
  

  

即有
2 2 2

2 2 2 2

1 .
r a b c

  
  

6.由椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

   的中心，引三条两两相互垂直的射线，分别交曲

面于点 1 2 3, , ,P P P 设 1 1 2 2 3 3, , ,OP r OP r OP r   试求：

2 2 2 2 2 2
1 2 3

1 1 1 1 1 1 .
r r r a b c

    



B

A
B

C

D

B1A1

C1
D1

图 4.10

证明 如图 4.10，长方体 1 1 1 1ABCD ,A BC D ,设 1AC


与 1 1 1 1 1, ,A A A B AD
  

的夹角分

别为 , , ,   侧有

2 2 2cos cos cos 1.    

设 1OP与 x轴， y轴， z轴的方向余弦分别为 1 1 1, , ,  

2OP 与 x轴， y轴， z轴的方向余弦分别为 2 2 2, , ,  

3OP 与 x轴， y轴， z轴的方向余弦分别为 3 3 3, , ,  

因为 1 2 3, , ,OP OP OP 两两互相垂直，从而可以把它们看成长方体中的边，而把 x

轴， y轴， z轴看成长方体中的对角线，从而有

2 2 2
1 2 3

2 2 2
1 2 3

2 2 2
1 2 3

1,

1,

1,

  

  

  

  

  

  

又因为
2 2 2
1 1 1

2 2 2 2
1

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2
2

2 2 2
3 3 3

2 2 2 2
3

1 ,

1 ,

1 ,

r a b c

r a b c

r a b c

  

  

  

  

  

  

所以      2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 32 2 2 2 2 2

1 2 3

1 1 1 1 1 1=
r r r a b c

                 

2 2 2

1 1 1 .
a b c

  

7.设直线 l与m为互不垂直的两条异面直线，C是 l与m的公垂线的中点， ,A B两



x

y

m

l







O
),,( 11 cyxA

点分别在直线 l，m上滑动，且 90ACB  ，试证直线 AB的轨迹是一个单叶双

曲面。

证明：以 l，m的公垂线作为 z轴，C作为坐标原点，再令 x轴与 l，m的夹角均

为 ，公

垂线的长为2c，若设 tg  ，则 l，m的方程分别为:

图 4.13

0
:
y x

l
z c

 
 

0
:
y x

m
z c

 
  

令 1 1( , , )A x y c ， 2 2( , , )B x y c ，则有：

1 1 2 20, 0y x y x    

又 AC CB ，所以： 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) (2 )x y c x y c x x y y c         

亦即 2
1 2 1 2 0x x y y c  

（2）

又设 ( , , )M x y z 为 AB上任一点，则

c
cz

yy
yy

xx
xx

212

1

12

1












(3)

从（1）——（3）中消去 2211 ,,, yxyx ，得：

222222222 )1()1( czyx  

即： 1

11

2

2

2

22

2

2

2

2








c
z

c
y

c
x






(4)

l 不垂直m， 1
（4）表示单叶双曲面，即 AB的轨迹是一单叶双曲面。

8.试验证单叶双曲面与双叶双曲面的参数方程分别为：















ctguz
vuby
vuax

sinsec
cossec

与












ucz
vbtguy
vatgux

sec
sin
cos

证明：对方程：












ctguz
vuby
vuax

sinsec
cossec

消去参数 vu, ，有： 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

此即为单叶双曲面.

又对方程：












ucz
vbtguy
vatgux

sec
sin
cos

2

0, , 1
4
tt

 
   

 

消去参数 vu, ，有： 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

此即为双叶双曲面方程.

9.试验证椭圆抛物面与双曲抛物面的参数方程可写为

2

cos ,
sin ,

1
2

x au v
y bu v

z u


 




 


与

( ),
( ),

2 ,

x a u v
y b a v
z uv

 
  
 

式中 u，v为参数。

证明

2

cos ,
sin ,

1
2

x au v
y bu v

z u


 




 


①

②

③

由①，②得
2 2

2x y u
a b

       
   

，

所以有
2 2

2 2 2 ,x y z
a b

 



所以

2

cos
sin

1
2

x au v
y bu v

z u


 




 


是椭圆抛物面的参数方程。

( ),
( ),

2

x a u v
y b u v
z uv

 
  
 

④

⑤

⑥

由④，⑤得
2 2

4 ,x y uv
a b

       
   

再由⑥可知
2 2

2 2 2 ,x y z
a b

 

所以

( ),
( ),

2

x a u v
y b u v
z uv

 
  
 

是双曲抛物面的参数方程.

10.试证单叶双曲面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

   的任意一条直母线在 xoy 平面上的射影，一

定是腰椭圆切线。

证明 xoy 平面上的椭圆方程为

2 2

2 2 1,

0

x y
a b
z


 


 

①

而
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

   的两族直母线方程为

( ) (1 ),
( , )

( ) (1 )

x z yw u
a c bu u w
x z yu w
a c b

   

   


族： 不全为零

( ) (1 ),
( , )

( ) (1 )

x z yt v
a c bv v t
x z yv t
a c b

   

   


族： 不全为零



两族直母线与 xoy 平面的交点分别为

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) 2 ( )( , ,0), ( , ,0),auw b w u avt b v t
u w u w v t v t
  
   

而 u族直母线方向为

2 2 2 2
1 1 1: : ( ) : 2 : ( ),X Y Z a u w buw c u w  

V 族直母线方向为

2 2 2 2
2 2 2: : ( ) : 2 :[ ( )],X Y Z a t v bvt c t v   

所以 u族直母线在 xoy 平面的射影方程为

2 2

2 2 2 2

2 2

2 ( )

, 0
( ) 2

auw b w ux y
u w u w z

a u w buw


 

  


②

V族直母线在 xoy 平面的射影方程为

2 2

2 2 2 2

2 2

2 ( )

, 0
( ) 2

avt b v tx y
v t v t z

a t v bvt


 

  


实际上上面两个方程具有同一形式，顾直考虑一个即可

由②得
2 2

2 2 2 2

2 ,
( )

y uw u wx
b a u w u w


 

 

带入①得
2 2 2

2
2 2 2 2 2

2[ ] 1,
( )

x uw u wx
a a u w u w


  

 

即
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 4 4 ( )[1 ] ( ) 1 0
( ) ( )
u w uw u w u wx x

a u w a u w u w
 

    
  

而
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 ( ) 1 4 ( ) ( )[ ] 4 [1 ( )] [ ]
( ) ( )
uw u w u w u w u w
a u w a u w u w

   
     

  

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 4

4 4 ( ) ( ) 4[ ]
( - ) ( )

0

u u u u
u ua
   

 
  

 




面 2

2 2

2 2

1 4[1 ] 0u
a u




 


所以直母线在 xOy 平面上的摄影，一定是其腰椭圆的切线。

11.试证明经过单叶双曲面的一条直母线的每一个平面一定经过属于另一族直母

线的一条直母线。并举一反例，说明这个命题在双曲抛物面的情况下不一定成立.



证明 单叶双曲面的两族直母想为

u族：

( ) (1 ),

( ) (1 )

x z yu
a c b
x z yu
a c b





   

   


 族：

( ) (1 ),

( ) (1 )

x z yt
a c b
x z yt
a x b





   

   


所以过 u族的任一直母线的平面可以写成

[ ( ) (1 ) ] [ ( ) (1 )] 0,x z y x z yt u u
a c b a c b

         

即 [ ( ) (1 )] [ ( ) (1 )] 0,x z y x z yt u t
a c b a c b

         

显然它通过 族的一条直母线。同理通过 族的任一直母线的每一平面经过

属于 u族的一条直母线。但是这个命题对双曲抛物面却不一定成立，例如平面

2x y
a b
  （常数），

它通过双曲抛物面 z
b
y

a
x 22

2

2

2



 (
b
y

a
x
 )=z，

的 u族直母线中的直线

2
b
y

a
x

v
b
y

a
x 2 ，

而不通过ν族直母线

)( z
b
y

a
xv 

中的任何直母线，这是因为 v族直母线的方向向量 v=
ab
1

{a,b,2 },而平面的法

向量为

n=  ,0,,10,1,1 ab
abba










所以 n v=   .021
22 

ab
baab

ba
.



12. 试证明双曲抛物面 z
b
y

a
x 22

2

2

2

 （ 0a ）上的两直母线直交时，其交点必

在一双曲线上.

证明 两相交直母线必异族，双曲抛物面 z
b
y

a
x 22

2

2

2

 上的两直母线为

u
b
y

a
x 2 ，

u族：

u (
b
y

a
x
 )=z.

v
b
y

a
x 2 ，

v族：

v(
b
y

a
x
 )=z..

两直母线的交点坐标为

    uvzvubyvuax 2,,  ①

两直母线的方向向量分别为

uS =  uba
abab

u
ab

2,,12,1,1 






 ,

vS =








ab
v

ab
2,1,1 =

ab
1  ,2,, vba

因为 uS ⊥ vS ， uS  vS = 0.即

2a -b²+4uv =0.

将①中的 z =2uv代入上式得

2 z =b²- 2a

所以交点坐标满足
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a
x

- 2

2

b
y

=2 z ,

2 z =b²- 2a

即

2

2

a
x

- 2

2

b
y

=b²- 2a ，



z =
2

22 ab 
②

因为 b≠a,所以②为一条双曲线方程.从而交点在双曲线②上.
13. 证明方程

016402020228255 222  zyxyzxyxyzyx

表示的曲面是一个柱面.
证明 取曲线

016402020228255 222  zyxyzxzxyzyx ,

z=0
即

5x 016202085 22  yxxyy ，

z=0，

为准线，母线方向为 l:m:n 来建立柱面的方程.

在准线上任取一点( x0
, y0

,0)，那么过这一点的母线为
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l
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且有
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由①得 ,,
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n
lx yx  ③

将③代入②得
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即
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016  . ④

将④与原方程比较，并取
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

n
l

n
m ,2

n
m

n
l

由这方程得

l:m:n=1:1:1
代入④得到



,016402020228255 222  zyxyzxzxyzyx

与原方程一致，所以原方程表示的曲面是一个以

5x 016202085 22  yxxyy ，

z=0
为准线，母线方向为 1:1:1的柱面.




