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授课教师：***** 

授课时间：**年**月至**年**月 

授课地点：星期*第*节*楼***** 

   

 



 

  

课程简介：《高等代数(1)》是数学与应用数学专业的专业必修课程,

是数学专业研究生入学考试的必考课程之一，也是理论性和应用性很强的一

门数学基础课.其主要内容包括一元多项式、行列式、线性方程组、矩阵等.

讲授本课程的任务主要在于培养学生的代数基础理论和思想素质，基本掌握

代数中的论证方法,获得较熟练的演算技能和初步应用的技巧,为进一步学习

其它数学知识打下坚实的基础. 

 

教学目的：通过本课程的教学，使学生对高等代数乃至代数学的思想

和方法有较深刻的认识,提高他们的抽象思维、逻辑推理和运算的能力；使学

生初步掌握基本的、系统的代数知识和抽象的、严格的代数方法，进而加深

对中学代数的理解；使学生能应用代数思想和方法去理解与处理有关的问题, 

培养与提高代数的理论分析问题与解决问题的能力；为学生今后学习近世代

数、离散数学、数值计算、泛函分析等后续课程提供所需的基础理论知识；

使学生在智能开发、创新能力培养等方面获得重要的平台. 

教学要求：在整个教学过程中，加强基本运算能力、抽象思维能力、

逻辑推理能力以及解决实际问题的能力的培养.通过本课程的教学，应使学生

较系统地掌握高等代数的基础理论和基本方法，提高逻辑思维和推理论证能

力，并具备较熟练的计算能力和分析问题的能力，为学习后继课程打下基础.

主要以讲授为主、学生参与习题演练为辅等教学方式进行授课，期末以闭卷

考试方式进行考核.  

中国大学慕课学习网址推荐 

《高等代数》http://www.icourse163.org/course/YCTC-1449777177#/info 

《高等代数选讲》：http://www.icourse163.org/course/YCTC-1001753080 

http://www.icourse163.org/course/YCTC-1001753080
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平时成绩由以下构成 

1. 期中考试成绩 10 分； 

2. 考勤 10 分 

有病有事必须请假，任何理由都可以请假，但必须是真实的理由。 

病假事假每请假 1 次扣 0.5 分，迟到 2 次扣 0.5 分，旷课一次扣 1 分。 

请假必须有班主任签字的请假条，并向授课教师请假。 

3. 课堂表现 10 分 

（1） 课堂回答问题正确 1 次加 2 分； 

（2） 课堂讨论发言或建议得到老师或同学认可加 1 分。 

4. 作业 70 分 

（1） 认真完成作业且正确率高每次加 5 分； 

（2） 作业完成效果情况每次加减 0.5—3 分。 
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  第一章 多项式 

教学的时间：2020 年 3 月  日       教学学时数:  2 学时 

1.1 数域 

一、教学目标 

1.掌握数域的定义； 

2.会判断一个代数系统是否是数域. 

二、教学重点 

数域的定义 

三、教学难点 

判断一个代数系统是否是数域 

四、教学过程 

(一)、引言 

1.进入大学学习之前所涉及到的数集有：N，Z，Q，R，C，它们之间的关系

为: N Z Q R C    . 

若数集 P 中任意两个数作某一运算的结果都仍在 P 中，就称数集 P 对这

个运算是封闭的. 

N 中满足加法与乘法封闭，但减法与除法（尽管除数不为 0）不封闭. 

Z 中满足加、减与乘法封闭，但除法仍然不封闭.而在 Q，R，C 中满足四

则运算封闭. 

2.满足四则运算封闭的数集除了 Q，R，C 是否还有其它数集？ 

3.中学数学中因式分解要求分解到不能再分为止，“不能再分”是如何界定？ 

例如，求方程   4 2 24 2 2x x x    在有理数集上不能再分解了. 

而在实数集上可以分解为    4 24 2 2 2x x x x     . 
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在复数集上可以分解为     4 4 2 2 2 2x x x x i x i      . 

由此可见，同一问题在不同的数的范围内可能有不同的结论.因此，在这

种情况下，要明确规定所考虑的数的范围.某个范围内的数的全体构成的集合

称为数集.另外，在作代数问题时，不但要考虑一些数，而且往往要对这些数

作加减乘除四种运算.因此所考虑的数集还必须满足条件：其中任两个数的和

差积商仍在这个集合内. 根据以上的需要，人们引进了如下所谓数域的概念. 

(二)、数域的定义 

定义 1. 设 P是由一些复数组成的集合，其中包括 0 与 1.若 P中任意两

个数的和、差、积、商（除数不为零）仍然是 P中的数，则称 P为一个数域. 

若数集 P 中任意两个数作某一运算的结果都仍在 P 中，就称数集 P 对这

个运算是封闭的.因此数域的定义也可以说成，若一个包含 0、1 在内的数集 P

对于加法、减法、乘法、除法（除数不为零）是封闭的，则称 P为一个数域. 

（三）、例子 

例 由数域的定义知：全体有理数集、全体实数集、全体复数集合都是

数域，分别称为有理数域、实数域、复数域，分别记作 Q，R，C. 

但是全体整数集不是数域，因为不是任意两个整数的商都是整数. 

例 1 证明数集 ( 2) { 2, , }x x a b a b   为一数域. 

证明     0 0 0 2 ( 2)   ，1 1 0 2 ( 2)Q    

在 ( 2)中任取两个数 2, 2a b c d  ，则 , , ,a b c d . 

       ( 2) ( 2) ( ) ( ) 2 ( 2)a b c d a c b d         

       ( 2)( 2) ( 2 ) ( ) 2 ( 2)a b c d ac bd ad bc        

下面证明 ( 2)对除法封闭，设 2 0a b  ，则 2 0a b  .否则，若

2 0a b  ，那么 2a b .若 0b  ，则 0 2 0a   ，这与 2 0a b  矛盾.若 0b  ，



文山学院数学与工程学院                 高等代数（1）教案                  第一章 多项式                   

1.1 数域 3 3 

则 2
a

b
  ，这与 2 为无理数矛盾.故 2 0a b  .从而

2 2 2 2

2 ( 2)( 2) 2
2 ( 2)

2 22 ( 2)( 2)

c d c d a b ac bd ad bc

a b a ba b a b a b

    
   

   
. 

例 2 
1 2

0 1 2
0 1 0 11 2

0 1 2

, , , , , b ,b , , , ,
n

n
n mm

m

a a x a x a x
P x x a a a b Z m n N

b b x b x b x

    
    

    
其中  

是数域. 

例 3 判断下列两个集合是不是数域？ 

（1）  1 2 1,P x x k k Z          No 

（2）  2 2 ,P x x k k Z          No 

（3） { 2 , }F a b a b Z          No（这是因为 2 2 ,0 2 2 0 2F F      ，

但
2 2 1

1 2
2 2

F


   .即F 对除法不封闭.从而 F 不是数域.） 

定理  任何数域都包含有理数域即有理数域是最小的数域. 

证：设 P是任何一个数域，下证：Q P 即要证 x Q x P  有 . 

= , ,
p

x Q x p q Z
q

  有 . 

由于 P 是一个数域知：1 ,0P P  .数域 P 对加法、减法封闭，知 0，1，2，…，

-1，-2，-3，… P ，从而任意的数域 P包含了全体整数. 

再由 P对除法封闭知，任意的有理数
p

P
q
 ，即 x P . 

因此Q P 也就是任何数域都包含有理数域. 

五、小结 

1.判断一个数集是不是数域的条件有哪些？ 

2.最小的数域是？最大的数域是？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年 3 月  日        教学学时数:2 学时 

1.2 一元多项式 

一、教学目标 

1.理解数域 P上一元多项式的定义. 

2.掌握一元多项式的运算. 

3. 会运用多项式的运算满足的规律. 

二、教学重点 

多项式的运算及其性质 

三、教学难点 

一元多项式的定义的认识 

四、教学过程 

（一） 一元多项式的概念 

1. 设n为一非负整数，P是一个数域，x为一个符号（或文字）.形式表达式 

1 1 0

1 1 0...n n

n na x a x a x a x

                       （1） 

其中 0 1, ,..., na a a P ，称为数域 P上的一元多项式.用 ( ), ( ),...f x g x 或 , ,...f g 等来表

示多项式. 

注意：这里定义的多项式中的 x 是一个符号.它可以代表许多不同的事

物，因此它是一个形式的表达式.当符号 x是未知数时，它就是中学所学的多

项式.看应用的需要，这个符号还可以代表其他待定的事物.为了能统一研究

未知数和其他待定事物的多项式，抽象地定义上述形式表达式.并且还要对它

们引入运算来反映各个待定事物所满足的运算规律，统一研究以得到它们普

遍的公共的性质. 

2．多项式的项及其系数 

多项式（1）中的 i

ia x 称为 i次项， ia 称为 i次项的系数， 0,1,...,i n  

3．为方便起见规定： 

01 .（*）中的 1

1a x 通常写为 1a x； 0

0a x 通常写为 0a ，该项也称为常数项. 



文山学院数学与工程学院                 高等代数（1）教案                  第一章 多项式                   

1.2 一元多项式 5 

02 .（*）中的 ( 1)i

ia x i  当 1ia  时可写为 ix . 

03 . 若一个多项式的系数不全为零，则其系数为零的项可以省略不写.

这样自然也可以添上一些系数为零的项. 

例如： 3 2 1 04 1 0 2x x x x   可写为 34 2,x x  也可以写为 4 30 4 2x x x   . 

4. 多项式的相等 

若在 ( )f x 与 ( )g x 中，除去系数为零的项外，同次项的系数全相等，则称

( )f x 与 ( )g x 相等，记为 ( ) ( )f x g x . 

例如. 3 2 2 20 5 0 1 5 0 1 5 1x x x x x x        , 2 2 22 3 3,3 2 1 2 1x x x x x x x         . 

5. 零多项式  

系数全为零的多项式称为零多项式，记为 0. 

6. 多项式的首项与次数 

在（1）中，若 0na  ，则 n

na x 称为（1）的首项， na 称为首项系数， n称

为多项式（1）的次数.多项式 ( )f x 的次数记为 ( ( ))f x . 

注 01 . 在以上多项式的次数定义中，要求多项式至少有一项的系数不为

零.而零多项式的系数全为零，对于零多项式，我们不定义次数.它也是唯一

不定义次数的多项式.因为零多项式不定义次数，所以在用符号 ( ( ))f x 时，总

是假定 ( ) 0f x  ，以后就不一一说明了. 

数域 P 上不为零的常数称为零次多项式，例如， ( ) 3721f x   

(二) 多项式的运算  

在中学所讲的代数中，两个多项式可以相加、相减、相乘，对于形式表

达式（1），可类似地引入这些运算.为便于计算和讨论，常用连加符号来表

达多项式，即 1 1 0

1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a x

         写成      
0

( )
n

i

i

i

f x a x


  . 
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设  1 1 0

1 1 0

0

( ) ...
n

n n i

n n i

i

f x a x a x a x a x a x





       

1 1 0

1 1 0

0

( ) ...
m

m m j

m m j

j

g x b x b x b x b x b x





       

1. 加减法 

（1）定义  不妨假设m n .当m n 时，令 1 1... 0n n mb b b     . 

0

( ) ( ) ( )
n

i

i i

i

f x g x a b x


   

也就是说把两个多项式相加定义为同次项系数相加. 

显然数域 P 上的两个多项式经过加、减运算后，所得结果仍然是 P 上的

多项式. 

（2） ( ( ) ( ))f x g x  max{ ( ( )), ( ( ))}f x g x  . 

例：f (x) = 3x
3

 + 4x
2

 – 5x + 6，g(x) = -3x
3

+ x
2

–3x + 1，求 ( ) ( )f x g x 及次数. 

2. 乘法 

（1）定义 

1 2

1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )n m n m n m

n m n m n m n m n m n mf x g x a b x a b a b x a b a b a b x    

           

1 0 0 1 0 0... ( )a b a b x a b     

其中 s次项的系数是   0 1 1 1 1 0...s s s s i j

i j s

a b a b a b a b a b 

 

      . 

( ) ( )f x g x 可表示为   
0

( ) ( ) ( )
n m

s

i j

s i j s

f x g x a b x


  

   

实际上， ( ) ( )f x g x 就是将 ( )f x 与 ( )g x 逐项相乘再合并同次项而得到的多项式. 

显然数域 P上的两个多项式经过相乘所得到的结果仍是 P上的多项式. 

（2）若 ( ) 0, ( ) 0f x g x  ，则 ( ) ( ) 0f x g x  ，且 ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))f x g x f x g x    . 

证： ( ) 0, ( ) 0f x g x   
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     ( )f x 与 ( )g x 中都至少有一项其系数不为零， 

不妨设 0, 0n ma b  ，则 0n ma b  ，且 ( ( )) , ( ( ))f x n g x m    . 

0 0( ) ( ) ...n m

n mf x g x a b x a b    ，且 0n ma b   

( ) ( ) 0f x g x  ，且 n m

n ma b x  是 ( ) ( )f x g x 的首项，由定义知 

( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))f x g x n m f x g x       

（3） ( ) ( ) 0 ( )f x g x f x  与 ( )g x 中至少有一个等于 0. 

(三) 运算规律 

和数的运算一样，多项式的运算也满足下面的一些规律 

1. 加法交换律： ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x    

2. 加法结合律： [ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ( ) ( )]f x g x h x f x g x h x      

3. 乘法交换律： ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x  

4. 乘法结合律：[ ( ) ( )] ( ) ( )[ ( ) ( )]f x g x h x f x g x h x  

5. 乘法对加减法的分配律： ( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x f x g x f x h x    

6. 乘法消去律：若 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x h x 且 ( ) 0f x  ，则 ( ) ( )g x h x . 

(四) 数域 P上的多项式环 

定义 所以系数在数域 P中的一元多项式的全体，称为数域 P上的一元多

项式环，记为 [ ]P x ，P称为 [ ]P x 的系数域. 

五、小结 

1.学会了多项式的哪些运算？ 

2.多项式的运算满足哪些规律？ 

六、作业 

1.见习题册              2.下次课预习要点：整除的概念及其基本性质 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年 3 月  日        教学学时数:2 学时 

1.3 整除的概念 

一、教学目标 

1.掌握一元多项式整除的概念及其基本性质. 

2.熟练运用带余除法求商式与余式. 

二、教学重点 

1. 一元多项式整除的概念及其基本性质 

2. 带余除法 

三、教学难点 

用带余除法求商式与余式 

四、教学过程 

这一节以及后面各节的讨论都是在某一固定的数域 P 上的多项式环 [ ]P x

中进行的，也就是说，之后提到的多项式都是同一个固定的数域 P 上的一元

多项式，以后就不每次重复说明了. 

（一） 带余除法 

上一节中讨论了多项式的加减法和乘法，在一元多项式环中，任给两个

多项式总可以作加、减、乘三种运算，但是乘法的逆运算—除法—并不是普

遍可以做的，也就是说用一个多项式去除另一个多项式，并不是总能除得尽

的，下面举一个这样的例子. 

  设 3 2 2( ) 3 4 5 6, ( ) 3 1f x x x x g x x x        

3 2
2

3 2

2

2

3 4 5 6( ) 2 1 ( ) 3 13

3 9 3

13 8 6

13 39 13

( ) 31 7

x x xg x x x q x x

x x x

x x

x x

r x x

      

 

 

 

 
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从上式看出 ( )g x 不能除尽 ( )f x .用 ( )g x 去除 ( )f x 得到一个商式 ( ) 3 13q x x  和一

个余式 ( ) 31 7r x x  .虽然如此，但我们可以把所得结果写成 ( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x   

( ( )) ( ( ))r x g x    

    这个例子具有一般性.一般地我们有： 

定理（带余除法） 对于 [ ]P x 中任意两个多项式 ( )f x 和 ( )g x ，其中 ( ) 0g x  ，一

定有 [ ]P x 中的多项式 ( ), ( )q x r x 存在，使得 

               ( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x                           （1） 

成立.其中 ( ( )) ( ( ))r x g x   或者 ( ) 0r x  ，并且这样的 ( ), ( )q x r x 是唯一决定的. 

注 带余除法中所得的 ( )q x 通常称为 ( )g x 除 ( )f x 的商， ( )r x 称为 ( )g x 除 ( )f x 的

余式. 

注：带余除法定理中 ( ( )) ( ( ))r x g x   或者 ( ) 0r x  ，确定了 ( ), ( )q x r x 是唯一。

反例 若 ( ) 1f x  ， ( )g x x 时有 ( ) ( )*0 1 ( )*1 ( 1)f x g x g x x      这样 ( ), ( )q x r x 并唯

一，所以必须注意条件 ( ( )) ( ( ))r x g x   或者 ( ) 0r x  . 

带余除法定理的证明： 
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（二） 整除的概念 

定义 设 ( ), ( ) [ ]f x g x P x ，若存在 ( ) [ ]h x P x 使 ( ) ( ) ( )f x g x h x ，则称 ( )g x 整除

( )f x ，或称 ( )f x 被 ( )g x 整除，记为 ( ) | ( )g x f x .而 ( ) |g x ( )f x 表示 ( )g x 不能整除 ( )f x .

当 ( ) | ( )g x f x 时， ( )g x 就称为 ( )f x 的因式， ( )f x 称为 ( )g x 的倍式. 

（三） 整除性的判别及常用性质 

1. 判定定理    

定理 1 设 ( ), ( ) [ ]f x g x P x ，且 ( ) 0g x  ，则 ( ) | ( ) ( )g x f x g x 除 ( )f x 的余式为 0. 

证：当 ( ) 0g x  时，有带余除法知，存在 ( ), ( ) [ ]q x r x P x 使 ( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x   

其中， ( ( )) ( ( ))r x g x   ，或 ( ) 0r x  . 

若 ( ) 0r x  ，则 ( ) ( ) ( )f x q x g x ，即 ( ) | ( )g x f x . 

若 ( ) | ( )g x f x ，则存在 ( ) [ ]q x P x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f x q x g x q x g x     即 ( ) 0r x  . 

2. 性质 

（1） 若 ( ) | ( )f x g x ， ( ) | ( )g x f x ，则 ( ) ( )f x cg x ，其中 c为 P中一个非零常数，

即 ( )f x 与 ( )g x 只差一个零次因式. 

证： 由 ( ) | ( )f x g x 有 1( ) ( ) ( )g x h x f x ， 由 ( ) | ( )g x f x 有 2( ) ( ) ( )f x h x g x . 

     于是        2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x h x g x h x h x f x          （*） 

     若 ( ) 0f x  ，在（*）式中消去 ( )f x 得 2 1( ) ( ) 1h x h x  . 

     从而 1 2( ( )) ( ( )) (1) 0h x h x     ，因此 2( ( )) 0h x  . 

     故 2( ) 0h x c  ，从而 2( ) ( ) ( ) ( )f x h x g x cg x  . 

     若 ( ) 0f x  ，则由 ( ) | ( )f x g x 得知 ( ) 0g x   

     显然此时也有 ( ) ( )f x cg x  

（2） 若 ( ) | ( )f x g x ， ( ) | ( )g x h x ，则 ( ) | ( )f x h x . 
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     证： 由 1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )g x g x f x h x h x g x   

      即得  1 1( ) ( ) ( ) ( )h x h x g x f x ， 

      即 ( ) | ( )f x h x  

（3）若 ( ) | ( ), 1,2,...,if x g x i r ，则对任意的 [ ]( 1,2,..., )iu P x i r  ，有 

1 1 2 2( ) | ( ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ))r rf x u x g x u x g x u x g x    

五、小结 

1. 请同学叙述一元多项式整除的概念及其基本性质. 

2. 你会运用带余除法求商式与余式了吗？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年 3 月  日       教学学时数:2 学时 

1.4 最大公因式 

一、教学目标 

1．掌握最大公因式、互素的概念及性质。 

2．会求任意的两个多项式 ( ), ( ) [ ]f x g x P x 的最大公因式, 并能求 ( ), ( ) [ ]u x v x P x 使

 ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x u x f x v x g x  。 

二、教学重点 

1. 最大公因式的概念、互素的概念及性质. 

2. 利用辗转相除法求两个多项式的最大公因式. 

三、教学难点 

利用辗转相除法求两个多项式的最大公因式 

四、教学过程 

(一). 最大公因式的概念 

因为对任意多项式  f x 和任意零次多项式 c都有 

   1f x c c f x                                 (1) 

所以可以说任意零次多项式都是任意多项式的因式, 从而任意两个多项式都

以零次多项式为它们的公共的因式,并且这些公共因式的数量有很多. 

问题：我们作什么样的规定多项式的公因式才唯一确定？ 

1. 公因式的定义 

设 P 是一个数域,        , ,f x g x h x F x ,若    |h x f x 且    |h x g x ,则称  h x

为  f x 与  g x 的一个公因式. 

注 1 由(1)式, 任意两个多项式都存在公因式并且不唯一. 

例 1 设    
2

1f x x  ,   2 1g x x  ,   1h x x  , 则  h x 是  f x 和  g x 的一个公

因式. 
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若多项式  h x 是  f x 和  g x 的一个公因式,则对任意零次多项式 c ,  ch x

也是  f x 和  g x 的一个公因式.  

2. 最大公因式的定义 

( )d x 为 ( ), ( )f x g x 的一个最大公因式，如果 

1） ( ) | ( ), ( ) | ( )d x f x d x g x    （即 ( )d x 是 ( ), ( )f x g x 的公因式） 

2） 若 ( ) | ( ), ( ) | ( )h x f x h x g x ，则 ( ) | ( )h x d x   （即 ( ), ( )f x g x 的公因式全是 ( )d x

的因式） 

(二). 最大公因式的存在性及其表达式 

引理 1 若 ( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x  ，则 ( )f x ， ( )g x 和 ( )g x ， ( )r x 有相同的公因式. 

 

 

 

引理 2 若 ( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x  ， ( )d x 为 ( ), ( )g x r x 的一个最大公因式，则 ( )d x 也

是 ( ), ( )f x g x 的一个最大公因式. 

定理 2  对任意 ( ), ( ) [ ]f x g x P x ，它们在 [ ]P x 中存在一个最大公因式 ( )d x 且存

在 ( ), ( ) [ ]u x v x P x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x u x f x v x g x  . 

 

 

 

 

 

若  1d x 是    ,f x g x 的最大公因式, c是  1d x 首项系数, 则    1

1d x c d x  
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是    ,f x g x 的首项系数为 1 的最大公因式, 并且是唯一的. 我们通常把这个

最大公因式用     ,f x g x 表示. 

例 1 设 4 3 2 3 2( ) 2 4 2 3, ( )= 4 6f x x x x x g x x x x        . 

(1)求  ( ), ( )f x g x ,     (2)求 ( ), ( )u x v x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x u x f x v x g x  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2 设 4 3 2 2( ) 4 4 1, ( )= 1f x x x x x g x x x       . 

(1)求  ( ), ( )f x g x ,  (2)求 ( ), ( )u x v x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x u x f x v x g x  .(要求学生练习) 

(三). 互素（互质） 

1. 两多项式互素的定义 

定义 7  P x 中两个多项式 ( ), ( )f x g x 称为互素的，若  ( ), ( ) 1f x g x  . 

2. 两多项式互素的充要条件 

定理 3  设 ( ), ( ) [ ]f x g x P x ， ( ), ( )f x g x 互素 ( ), ( ) [ ]u x v x P x  使 

                ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x   

证： . 设 ( ), ( )f x g x 互素，由定义知 ( ( ), ( )) 1f x g x  . 



文山学院数学与工程学院                 高等代数（1）教案                  第一章 多项式                   

1.4 最大公因式 15 

        由定理 2 知存在 ( ), ( ) [ ]u x v x P x 使 

               ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x u x f x v x g x   

        即     ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x   

     . 设有 ( ), ( ) [ ]u x v x P x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x      （*） 

     设 ( )x 是 ( ), ( )f x g x 的最大公因式 

     于是 ( ) | ( ), ( ) | ( )x f x x g x   

     由§1.3 中整除的性质 3 知  ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )x u x f x v x g x   

     从而 ( ) |1x .这样，0 ( ( )) (1) 0x     ，即 ( ( )) 0x   

     即 ( ), ( )f x g x 的最大公因式全为零次多项式. 

     故 ( ( ), ( )) 1f x g x  ，从而 ( ), ( )f x g x 互素 

3. 关于互素多项式的重要性质 

定理 4 若 ( ( ), ( )) 1f x g x  且 ( ) | ( ) ( )f x g x h x ，则 ( ) | ( )f x h x  

证： 因为 ( ( ), ( )) 1f x g x  ，所以有 ( ), ( )u x v x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x   

     等式两边同乘 ( )h x 得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x h x f x v x h x g x h x       （*） 

     因为 ( ) | ( ) ( )f x g x h x ， ( ) | ( )f x f x  

     所以 ( )f x 整除（*）式左边 

    从而 ( ) | ( )f x h x  

推论 若 1 2( ) | ( ), ( ) | ( )f x g x f x g x ，且 1 2( ( ), ( )) 1f x f x  ，则 1 2( ) ( ) | ( )f x f x g x  

证： 由 1( ) | ( )f x g x 有 1 1( ) ( ) ( )g x f x h x  

    因为 2( ) | ( )f x g x ，所以 2 1 1( ) | ( ) ( )f x f x h x  

    又因为 1 2( ( ), ( )) 1f x f x  ，由定理 4 知 2 1( ) | ( )f x h x  

    即 1 2 2( ) ( ) ( )h x f x h x ，代入（*）式得：    1 2 2( ) ( ) ( ) ( )g x f x f x h x  
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     故 1 2( ) ( ) | ( )f x f x g x  

(四). 任意有限个多项式的最大公因式及任意有限个多项式的互素 

定义 ( )d x 称为 1 2( ), ( ),..., ( )( 2)sf x f x f x s  的一个最大公因式，如果 

    （1） ( ) | ( ), 1,2,...,id x f x i s ； 

    （2） 若 ( ) | ( ), 1,2,...,ix f x i s  ，则 ( ) | ( )x d x . 

    可 以 证 明 1 2( ), ( ),..., ( )( 2)sf x f x f x s  的 最 大 公 因 式 存 在 . 用 符 号

1 2( ( ), ( ),..., ( ))sf x f x f x 表示 1 2( ), ( ),..., ( )( 2)sf x f x f x s  首项系数为 1 的最大公因式. 

当 1 2( ), ( ),..., ( )( 2)sf x f x f x s  不全为零时，有 

1 2 1 1 2(( ( ), ( ),..., ( )), ( )) ( ( ), ( ),..., ( ))s s sf x f x f x f x f x f x f x  . 

证： 设 1 2 1 2 1 1 1 2( ( ), ( ),..., ( )) ,( ( ), ( ),..., ( )) ,( , )s s sf x f x f x d f x f x f x d d f d    

         由 d 的定义知 | , 1,2,...,id f i s  

         由 1d 的定义知 1|d d  

         再由 | sd f 及 2d 的定义知 2|d d  

         另一方面，因为 2 1 1| , | , 1,2,..., 1id d d f i s   

         所以 2 | , 1,2,...,id f i s ，因此 2 |d d  

         故 2 ( 0)d cd c   

     因为 2,d d 均为首 1 的，故 2d d  

     存在性利用已证等式和数学归纳法可证. 

     定理 存在 ( ), 1,2,...,iu x i s 使 

          1 2 1 1 2 2( ( ), ( ),..., ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )s s sf x f x f x u x f x u x f x u x f x     

定义 若 1 2( ( ), ( ),..., ( )) 1sf x f x f x  ，则称 1 2( ), ( ),..., ( )( 2)sf x f x f x s  是互素的. 

1 2( ), ( ),..., ( )( 2)sf x f x f x s  互素 ( ), 1,2,...,iu x i s  使 
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           1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 1s su x f x u x f x u x f x     

例 3 设 ( ( ), ( )) 1f x g x  ，证明对任意的 ( )h x 有 ( ( ) ( ), ( )) ( ( ), ( ))f x h x g x g x h x  

 

 

 

例 4 设 1 2,f f 都与 1 2,g g 互素，证明 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , )( , )f g f g f f g g  

 

 

五、小结 

1. 请叙述公因式、最大公因式、互素的概念. 

2. 如何求两个多项式的最大公因式? 

3. 多项式互素有哪些性质？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年 月  日       教学学时数:2 学时 

1.5  因式分解定理 

一、教学目标 

1. 掌握不可约多项式的概念及性质。 

2. 理解唯一因式分解定理。 

二、教学重点 

因式分解及其唯一性定理 

三、教学难点 

不可约多项式的概念及性质 

四、教学过程 

本节以整除性理论为基础，引入不可约多项式的概念，在一般数域上将

多项式作为形式表达式，研究其因式分解，为多项式的因式分解提供理论依

据。因此，本节是因式分解的理论基础，对中学代数的因式分解具有理论指

导作用。 

1. 问题背景 

中学数学把一个多项式分解为不能再分的因式的乘积，那里所谓的不能

再分没有一个确切的标准，仅仅是我们自己做不出怎么样分下去。其实不能

再分也不是绝对的，而是相对于系数所在的数域而言。 

例 1 对于多项式 4 4x  的分解。 

由例 1 题可知，必须明确系数域之后，所谓不能再分才有确切的含义。因此，

在以后的讨论中，选定一个数域，才考虑多项式的因式分解。 

2. 不可约多项式的定义 

定义 8 数域 P 上次数 1 的多项式 ( )p x ，若 ( )p x 不能表成 P 上的两个次数比

( )p x 低的多项式的乘积，则称 ( )p x 为数域 P上的不可约多项式，或称 ( )p x 在 P
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上不可约. 

注 01  对零多项式和零次多项式，既不说是不可约的，也不说是可约的. 

02  一次多项式总是不可约的. 

思考：数域 P 上，不是不可约的多项式是否必是可约多项式？    （×） 

3. 不可约多项式的性质 

（1）若 ( )p x 不可约，则对任意0 c P  ， ( )cp x 也不可约 

（2）若 ( )p x 不可约，则对任意 ( )f x ，或者 ( ) | ( )p x f x ，或者 ( ( ), ( )) 1p x f x   

证： 设 ( , ) ( )p f d x ，则 ( )| ( )d x p x .     因为 ( )p x 不可约， 所以 ( )d x 为 ( )p x 的

平凡因式.  又因为 ( )d x 为首 1 的，所以 ( ) 1d x  ，或 ( ) ( )d x cp x （ 0, ( )c cp x 为

首 1 的）. 

     若 ( ) 1d x  ，则 ( ( ), ( )) 1p x f x   

     若 ( ) ( )d x cp x ，因为 ( ) | ( )d x f x ，所以 ( ) | ( )cp x f x  

     即 ( ) ( ) ( ) ( )( ( ))f x cp x h x p x ch x  ，由此可见 ( ) | ( )p x f x    

（3）若 1 2( ), ( )p x p x 是互异首 1 的，且不可约的，则 1 2( ( ), ( )) 1p x p x   

证：因为 1 2( ), ( )p x p x 是不可约的，且 1 2( ), ( )p x p x 是首 1 的 

    所以
1( ) |p x 2 ( )p x ，再由性质（2）知， 1 2( ( ), ( )) 1p x p x   

定理 5  若 ( )p x 是一个不可约多项式，则对任意 ( ), ( )f x g x ，由 ( ) | ( ) ( )p x f x g x 推

出 ( ) | ( )p x f x 或 ( ) | ( )p x g x . 

证：(参见课本 p19) 

4. 因式分解及唯一性定理 

数域 P上每一个次数大于等于 1 的多项式 ( )f x 都可以唯一地分解成数域

P上一些不可约多项式的乘积. 
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所谓唯一性是说若有两分解式                             

1 2 1 2( ) ( ) ( )... ( ) ( ) ( )... ( )x tf x p x p x p x q x q x q x  ， 

那么必有 s t 且适当排列因式的顺序后有 ( ) ( ), 1,2,...,i i ip x c q x i s  ，其中

( 1,2,..., )ic i s 是一些非零常数. 

证：先证分解式的存在性. 

    因为一次多项式都是不可约的，所以 1n  时结论成立. 

    假设结论对次数低于 n的多项式成立.设 ( ( ))f x n  . 

    若 ( )f x 是不可约的，则结论显然成立 

    若 ( )f x 是可约的，则 1 2( ) ( ) ( )f x f x f x ，其中 1 2( ( )) , ( ( ))f x n f x n    .由归纳

假设知， 1 2( ), ( )f x f x 都可分解成数域 P 上一些不可约多项式的乘积.把

1 2( ), ( )f x f x 的分解式相乘，就得到 ( )f x 的一个分解式.由归纳原理，结论成立. 

再证唯一性.设 ( )f x 可分解成不可约多项式的乘积： 

        1 2 1 2( ) ( ) ( )... ( ) ( ) ( )... ( )x tf x p x p x p x q x q x q x        （*）（下对 s作归纳法） 

    当 1s  时， 1( ) ( )f x p x 是不可约多项式，由不可约多项式的定义必有

1t s  且 1 1( ) ( ) ( )f x p x q x   

    现设不可约多项式的个数为 1s  时唯一性已证. 

由（1）， 1 1 2( )| ( ) ( )... ( ) tp x q xq x q x .因此， 1( )p x 必然除尽其中一个，不妨设 1 1( ) | ( )p x q x  

因为 1( )q x 也是不可约多项式，所以 1( )q x 的因式只有非零常数和它本身的非零

常数倍，但 1 1( ) ( ( ( )) 1)p x c p x   ，故 

                 1 1 1( ) ( )p x c q x            （2） 

    在（1）式中代入（2）后消去 1( )q x ，就有 

          1

2 1 2( ) ( )... ( ) ( )... ( )s tg x p x p x c q x q x      
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由归纳假设，有 1 1s t   ，即 s t       （3） 

并且适当排列次序之后有 

' 1

2 2 1 2( ) ( ( ))p x c c q x ，即 2 2 2( ) ( ), ( ) ( ), 3,4...,i i ip x c q x p x c q x i s       （4） 

（2）（3）（4）合起来即为所要证的.这就证明了分解的唯一性. 

5. 标准分解式 

把多项式  f x 的分解式中不可约多项式都化为首项系数是1的不可约多

项式，并且把相同因式的乘积写成幂的形式： 

  1 2

1 2( ) ( ) ( )srr r

sf x cp x p x p x  

其中 C 是  f x 的首项系数， 1 2( ), ( ), , ( ),sp x p x p x 是不同的首项系数为 1 的不可

约多项式， 1 2, , , sr r r Z  .z 这种分解式称为  f x 的标准分解式. 

6. 求最大公因式的方法二 

若多项式  f x 和  g x 的标准分解式如下： 

  1 2 1 2

1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s ir mr r m m

s if x c p x p x p x h x h x h x ， 

  1 2 1 1

2 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s tl kl l k k

s tg x c p x p x p x q x q x q x  

多项式  f x 和  g x 的最大公因式等于标准分解式中出现的相同的不可

约多项式方幂的乘积，且所带的方幂指数等于分解式中所带的方幂较小的那

一个。即      1 2

1 2,g ( ) ( ) ( )s

sf x x p x p x p x
 

 ，其中  min ,i i ir l  . 

五、小结 

1. 请同学叙述不可约多项式的概念及其性质. 

2. 请同学叙述唯一因式分解定理。 

3. 多项式的标准分解式的作用和意义是什么？ 

六、作业（习题册、预习 1.6 重因式） 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年 4 月  日       教学学时数:2 学时 

1.6 重因式 

一、教学目标 

1.掌握重因式的概念及性质。 

2.掌握判定一个多项式有重因式的方法。 

二、教学重点 

重因式的概念及性质 

三、教学难点 

重因式的概念及性质 

四、教学过程 

这一节将讨论数域 P上多项式的因式分解问题。首先介绍重因式的概念。 

1.重因式的定义 

定义 9 不可约多项式 ( )p x 称为多项式 ( )f x 的 k 重因式，如果 ( ) | ( )kp x f x ，而

1( ) |kp x ( )f x . 

若 0k  ，定义中 0 1( ) ( ) |p x p x  ( )f x ，即 ( )p x 根本不是 ( )f x 的因式。 

若 1k  ，那么 ( )p x 称为 ( )f x 的单因式。 

若 1k  ，那么 ( )p x 称为 ( )f x 的重因式。 

在许多问题中，要求所讨论的多项式是没有重因式的，下面介绍如何判

断多项式有没有重因式。求多项式的重因式以及将 ( )f x 变为不含重因式的多

项式的方法。 

当然，如知道了 ( )f x 的标准分解式         1 2

1 2( ) ( ) ( )... ( )srr r

sf x cp x p x p x  

那么也就知道了 1 2( ) ( )... ( )sp x p x p x 分别是 ( )f x 的 1 2, ,..., sr r r 重因式。即其中指数等

于 1 的不可约因式是单因式，指数大于 1 的不可约因式是重因式。但是，由

于没有一个一般的方法能将多项式分解成标准分解式，所以需要用另外的方
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法来判断多项式有没有重因式。下面我们用微商的概念来解决这个问题。 

2.多项式的微商（导数）的定义 

设多项式 1

1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a

     .定义它的微商是比 ( )f x 低一次的

多项式 

1 2

1 1'( ) ( 1) ...n n

n nf x a nx a n x a 

     . 

这种规定自然来源于数学分析。但是在目前的情况下，我们只把它看作

是一个形式的定义。通过直接的经验，可以得出关于多项式的微商的基本公

式 

      ( ( ) ( )) ' '( ) '( )f x g x f x g x                ( ( )) ' '( )cf x cf x  

      ( ( ) ( )) ' '( ) ( ) ( ) '( )f x g x f x g x f x g x        1( ( )) ' ( ) '( )m mf x mf x f x  

3. 重因式的判定 

定理 6 若不可约多项式 ( )p x 是多项式 ( )f x 的 ( 1)k k  重因式，则它是微商

'( )f x 的 1k  重因式。特别地， ( )f x 的单因式不是 '( )f x 的因式。 

推论 1 若不可约多项式 ( )p x 是 ( )f x 的 ( 1)k k  重因式，那么 ( )p x 是

1( ), '( ),..., ( )kf x f x f x 的因式，但不是 ( )kf x 的因式。 

推论 2 不可约多项式 ( )p x 是 ( )f x 的重因式的充分必要条件为 ( )p x 是

( ), '( )f x f x 的公因式。 

推论 3 非零多项式 ( )f x 没有重因式 ( ), '( )f x f x 互素。 

例 1 判断 4 3 2( ) 3 5 2f x x x x x     是否有重因式. 
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有时候常常希望所讨论的多项式没有重因式，特别是在讨论与解方程有

关的问题时。因此需要求一个多项式 ( )g x 代替 ( )f x ，使 ( )g x 为 ( )f x 的所有互

不相同的不可约因式的乘积，但 ( )g x 没有重因式。下面我们讨论这个问题。 

设 ( )f x 的标准分解式为 1 2

1 2( ) ( ) ( )... ( )srr r

sf x cp x p x p x  

1 2 11 1

1 2( ( ), '( )) ( ) ( ) ( )... ( )srr r

sf x f x f x p x p x p x
 

   

于是 1 2

( )
( ( ) ( )... ( ))

( ( ), '( ))
s

f x
p x p x p x

f x f x
  

例 2 设 5 4 3 2( ) 7 17 14 4 8 [ ]f x x x x x x Q x        

（1）判断 ( )f x 是否有重因式，若有求出来，并说明重数 

（2）求 ( )g x ，使 ( )g x 为 ( )f x 的所有不同的不可约因式之积，但没有重因式. 

（3）求 ( )f x 的标准分解式. 
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五、小结 

1. 叙述重因式的概念及性质。 

2. 判定一个多项式有重因式的方法？ 

3. 如何把一个多项式的所有因式写出来，但是没有重因式的方法？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年 月  日       教学学时数:2 学时 

1.7 多项式函数 

一、教学目标 

1.掌握多项式函数、多项式的根等概念。 

2.会用余数定理及其推论证明有关命题。 

二、教学重点 

余数定理及其推论的应用 

三、教学难点 

余数定理及其推论的应用 

四、教学过程 

直到现在为止，我们始终是纯形式地讨论多项式，也就是把多项式看作

形式的表达式，在这一节，我们将从函数的观点考察多项式。 

1. 多项式函数的概念 

设给定 ][xP 中的一个多项式 nn

nn axaxaxaxf  



1

1

10)(   （1）和一个

数 P 。在（1）中用 代替 x，就得到 P 中的一个数 n

nn aaa   1

10  ，这

个数叫做 )(xf 当 x 时的值，记为 )(f 。 

零多项式在 x 时的值为零，零次多项式 axf )( 在 x 时的值为 a。 

这样，对 P中的每一个数 ，就有P中唯一确定的数 )(f 与它对应，于是就

得到数域 P 上的一个函数，这个函数是由多项式 )(xf 定义的。可由一个多项

式来定义的函数称为数域 P 上的多项式函数。当 P 是实数域时，这就是数学

分析中所讨论的多项式函数。 

下面讨论两个多项式的和与差当 x 时的值与这两个多项式当 x 时

的函数值的关系。 

利用多项式加法和乘法的定义，以及多项式当 x 时的值，以及数的运
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算规则，不难验证有如下的关系： 

若 )()()(),()()( 21 xgxfxhxgxfxh  ，则 )()()(),()()( 21  gfhgfh   （﹡） 

也就是说两个多项式的积当 x 时的值等于这两个多项式当 x 时的值的

积。 

2. 多项式的根 

利用带余除法，我们有下列常用的定理。 

定理（余数定理） 用一次多项式 x 去除多项式 )(xf ，所得的余式是一个

常数，这个常数等于函数值 )(f 。 

证明  用 x 去除 )(xf ，由带余除法得 )()()()( xrxqxxf   ，其中 ( ( )) 0r x 

或 0)( xr ，总之， )(xr 为常数 c，即 cxqxxf  )()()(  ，以 代 x得 

ccqf  )()()(  。 

定义  若 )(xf 当 x 时的函数值 )(f =0，则 称为 )(xf 的一个根或零点。 

由余数定理可得根与一次因式有如下关系。 

推论   为 )(xf 的根 )()( xfx   

证明  由余数定理， )()()()(  fxqxxf     （﹡﹡） 

 为 )(xf 的根 )()(0)( xfxf   。 

注  利用这个概念，我们可定义重根的概念。 

定义   称为 )(xf 的 k 重根，若 x 是 )(xf 的 k 重因式。当 1k 时， 称为单

根；当 1k 时， 称为重根。 

例 1 求 k ，使 13)( 23  kxxxxf 有重根。 
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例 2 检验 2 是不是 82018116)( 23456  xxxxxxxf 的根，若是，它是几

重根。 

 

 

 

 

 

 

 

 

定理 8 ][xP 中的 n次多项式 )(xf )0( n 在数域 P中的根不可能多于 n个，重根

按重数计算。 

证明  当 0n 时， )0()(  ccxf ，这时 )(xf 在数域 P中的根的个数为零，故结

论成立。 

设 0n ，令 sxxx   ,, 21 是函数在 )(xf 的标准分解式中的所有不同的一

次因式它 

们 的 重 数 分 别 为 skk ,,1  ， 那 么 )()()()( 1

1 xgxxxf sk

s

k    ， （ ﹡ ）                                   

其中 )(xg 在 P中再没有一次因式，因此，由定理 7 的推论知 )(xf 在数域 P中的

不同的根只能是 s ,,1  ，它们的重数分别是 skk ,1 ，若重根按重数计算，则

)(xf 在数域 P 中的根的个数为 skk 1 个，比较（﹡）式两边的次数得

skk 1 n 。 

3. 多项式与其确定的函数之间的关系 
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由定义，两个多项式相同是指除去系数为零的项外，同次项的系数全相

等。在上面我们看到，每个多项式函数都可由一个多项式来定义，那么，不

同的多项式会不会定义出相同的函数呢？也就是问，是否可能有 )()( xgxf  ，

而对 P中的所有的数 ，都有 )()(  gf  ？下面我们讨论这个问题。 

定理 9 若多项式 )(),( xgxf 的次数都不超过 n ，而它们对 1n 个不同的数

121 ,, n  有相同的值，既 1,2,1),()(  nigf ii  ，则 )()( xgxf  。 

证明  由条件有 ,1,2,1,0)()(  nigf ii  这就是说多项式 )()( xgxf  有 1n

个不同的根。 

如果 )()( xgxf  0 ，由定理 8 知，它不可能有 1n 个根，与 )()( xgxf  有 1n

个根矛盾，因此 )()( xgxf  =0，即 )()( xgxf  。 

不同的多项式定义的函数也不相同。 

五、小结 

1. 叙述余数定理。 

2. 叙述多项式根的概念和定理 9 的内容。 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年 月  日       教学学时数:2 学时 

1.8 复系数与实系数多项式的因式分解 

一、教学目标 

1. 掌握代数基本定理。 

2. 复系数与实系数多项式的因式分解定理。 

二、教学重点 

复系数与实系数多项式的因式分解定理 

三、教学难点 

实系数多项式的因式分解 

四、教学过程 

课本 P19 因式分解及唯一性定理讨论了在一般数域上的多项式的因式分

解问题，现在看一下复数域与实数域上的多项式的因式分解。复数域与实数

域既然都是数域，因此前面所得的结论对它们也是成立的，但这两个数域又

有它们的特殊性，所以某些结论就可以进一步具体化。 

对复数域，我们有重要的代数学基本定理。 

1. 代数基本定理 

代数基本定理  每个次数 1 的复系数多项式在复数域中有一根。 

利用根与一次因式的关系，代数基本定理显然可等价的叙述为： 

每个次数 1 的复系数多项式在复数域中一定有一个一次因式。 

设 )(xf 是一个 ( 1)n n  次复系数多项式，由代数基本定理 

),()()( 11 xfxxf  这里 1))(( 1  nxf ，也就是说复数域上次数大于 1 的多项式

全是可约的，而一次多项式总是不可约的，故复数域上的不可约多项式只有

一次多项式。于是分解定理在复数域上可叙述为： 

2. 复系数多项式因式分解定理  每个次数 1 的复系数多项式在复数域中都
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可以唯一地分解为一次因式的乘积。 

因此，复系数多项式具有标准分解式： sl

s

ll

n xxxaxf )()()()( 21

21    ， 

其中 s ,1 是不同的复数， sll ,1 是正整数，标准分解式说明每个 n次复系数

多项式恰有 n个重根（重根按重数计算）。 

下面讨论实系数多项式，以下的事实是基本的，即：若 是实系数多项式 )(xf

的根，那么 的共轭数 也是 )(xf 的根。 

证：设 1

1 0( ) ,n n

n n if x a x a x a a R

    ，若 为根，则 

1

1 0( ) 0n n

n nf a a a   

     

两边取共轭有 
1

1 0( ) 0
n n

n nf a a a  


       .  ∴ 也是 ( )f x 为复根． 

3. 实系数多项式因式分解 

实系数多项式因式分解定理  每一个次数 1 的实系数多系多项式再实数域

上都可唯一地分解成一次因式与二次不可约因式的乘积． 

证：对 ( )f x 的次数作数学归纳 

① 若 ( ( )) 1f x  ， ( )f x 就是一次因式，结论成立 

② 假设对次数<n 的多项式结论成立，设 ( ( ))f x n  ，由代数基本定理, 

( )f x 有一复根 ． 

若 为实数 则 1( ) ( ) ( )f x x f x  ，其中 1( ) 1f n   ． 

若 不为实数，则 也是 ( )f x 的复根，于是 

2

2 2( ) ( )( ) ( ) ( ( ) ) ( )f x x x f x x x f x              

设 a bi   ，则 2 2, 2a bi a R a b R               ， 

即在 R上 2 ( )x x     是一个二次实系数不可约多项式，从而 2( ) 2f n    

由归纳假设 1( )f x 、 2 ( )f x 可分解成一次因式与二次不可约多项式的乘积． 
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由归纳原理，定理得证． 

推论 1． ( ) [ ]f x R x  , ( )f x 在 R上具有标准分解式 

12

1 1
1 2 2

1 2 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ks rk k k k
n s r rx p x qf x a x c x c x c x p x q        其

中 1 2 1 1 1 1, , , ,s r r s sc c c p p q q R k k l l z                  ，   

且 2 4 0, 1,2i ip q i r    ，即 2

i ix p x q  为R上的不可约多项式 

推论 2．在实数域上不可约多项式只有一次多项式和某些二次不可约多项式，

所有次数>3 的多项式皆可约． 

例１ 求 1nx  在C 上的标准分解式 

解：在复数范围内 1nx  有 n 个复根 2 11, , , n    ，这里 

  
2 2

cos sin , 1ni
n n

 
     

     
2 2

cos sin , 1,2,k k k
i k n

n n

 
      

∴ 2 11 ( 1)( )( ) ( )n nx x x x x          

在实数域范围内课下自己完成。 

五、小结 

实数域和复数域上不可约因式的类型有哪些？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思
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教学的时间：2020 年 月  日       教学学时数:2 学时 

1.9 有理系数多项式 

一、教学目标 

1.理解本原多项式的概念，会用艾森施坦因判别法。 

2.掌握整系数多项式的有理根的求法。 

二、教学重点 

1. 本原多项式的概念。 

2. 艾森施坦因判别法。 

3. 整系数多项式的有理根的求法。 

三、教学难点 

整系数多项式的有理根的求法 

四、教学过程 

本节讨论有理数域上的一元多项式的因式分解，所谓有理数域上的一元

多项式就是系数为有理数的一元多项式，也称为有理系数多项式. 

在此之前学习了在一般数域上的多项式的因式分解定理：数域 P中每个次

数 1 的多项式 )(xf 都可以唯一地分解为数域 P 中一些不可约多项式的乘积.

（课本 P19）这个定理在有理数域上当然也成立.也就是说，每个次数 1 的有

理系数多项式都可以唯一地分解为不可约的有理系数多项式的乘积. 

（一）有理系数多项式的因式分解可归结为整系数多项式的因式分解 

1 本原多项式  若一个非零的整系数多项式 0

1

1)( bxbxbxq n

n

n

n  

  的

系数 01,, bbb nn  没有异于 1 的公因子，就称为一个本原多项式. 

2 有理系数多项式与本原多项式的关系. 

引理 1  对任意非零有理系数多项式 )(xf ，都存在有理数 r ，本原多项式

)(xg ，使得 )()( xrgxf  ，且这种表示法除了差一个正负号是唯一的. 
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证明  （存在性）  设 0

1

1)( axaxaxf n

n

n

n  

  为非零有理系数多项式，

1 0, , , ,n na a a 分母的最小公倍数为 c .则 )(xcf 是一整系数多项式，若 )(xcf 各系数

有异于 1 的最大公因子 d ，将其提出得 ( ) ( )cf x dq x ，则 )(xq 的系数是互素的

整数，因而 )(xq 是本原多项式，于是 )()()( xrgxg
c

d
xf  ，其中

c

d
r  . 

（唯一性）若 ),()()( 11 xgrxrgxf  其中 1, rr 为有理数， )(),( 1 xgxg 为本原多项

式，则必有 1 1 1, , , ( ) ( ).r r Z r r g x g x      

3 本原多项式的性质 

定理 10  两个本原多项式乘积还是本原多项式. 

证 设 0

1

1)( axaxaxf n

n

n

n  

  ， 0)( bxbxg m

n   是两个本原多项式，

而 0

1

1)()()( dxdxdxgxfxh mn

mn

mn

mn  





  是它们的乘积.（用反证法） 

若 )(xh 不是本原的，则 )(xh 的系数就有一个异于 1 的公因子，它们就能

被一个素数 P整除. 

因为 )(xf 是本原多项式，以它的各项系数没有异于 1 的公因子，因为 1p ，

故 papapap i ,,, 110  不整除 ia .同样的， )(xg 也是本原多项式，设 jb 是第一个

不能被 P整除的系数，即 pbpbp j ,, 10  不整除 jb . 

现在来看 )(xh 的项
ji

ji xd 

 的系数 jid  ， 

jijijiiijijijiji bababababababad   0111111110  ， 

由 p 不整除 ia ， p 不整除 jb ，而且 p 是素数知 p 不整除 i ja b ，由

1010 ,,,  ji bpbpapap  知等式右边其余各项都可以被 p ，于是 p 不整除 jid  ，

这与 jidp  矛盾.故 )(xh 一定是本原多项式. 

4 一致性 

定理 11 若一非零的整系数多项式能够分解为两个次数较低的有理系数
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多项式的乘积，则它一定能分解为两个次数较低的整数多项式的乘积. 

证明  设整系数多项式 )(xf 能够分解为 )()()( xhxgxf    （﹡）， 

其中 )(),( xhxg 是有理系数多项式，且 ( ( )) ( ( )), ( ( )) ( ( ))g x f x f x f x      ， 

设 )()(),()(),()( 111 xshxhxrgxgxafxf    （﹡﹡），这里 )(),(),( 111 xhxgxf 都是本

原多项式，a是整数， sr, 是有理数.于是 )()( 111 xhxrsgaf  ，由定理 10， )()( 11 xhxg

是本原多项式， ars  ，即 rs是一整数，因此有 )())(()( 11 xhxrsgxf  ，这里

)(),( 11 xhxrsg 都是整系数多项式且次数都低于 )(xf 的次数. 

推论  设 )(),( xgxf 是整系数多项式，且 )()()( xhxgxf  ，其中 )(xh 是有理

系数多项式.若 )(xg 为本原多项式，那么 )(xh 一定是整系数多项式. 

证明  因为 )(xg 为本原多项式，所以在定理 11 的证明中， asr  ,1 是

一个整数，因此 )()( 1 xshxh  是一个整系数多项式. 

（二）有理系数多项式的有理根的求法 

应用以上的推论，可得出下面的一个定理，此定理提供了一个求有理系

数多项式的全部有理根的方法. 

定理 12  设 0

1

1)( axaxaxf n

n

n

n  

  是一个整系数多项式，而
s

r
是它的

一个有理根，其中 sr, 互素，那么有 0, aras n ，特别地，若 na =1，则 )(xf 的有

理根都是整根，而且是 0a 的因子. 

证明  把 )(xf 看成有理系数多项式，因为
s

r
是它的一个有理根，所以

)()( xf
x

r
x  ，从而 )()( xfrsx . 

设 ))(()( 0

1

1 bxbrsxxf n

n  

  ，（﹡）其中 01 ,, bbn  都是有理数.因为 sr,

互素，所以 srx 是一个本原多项式.由上述推论可知， 01 ,, bbn  都是整数.比

较（﹡）式两边 n次项的系数及常数项得， 001, rbasba nn   ，因此 0, aras n . 
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例 1 求多项式 322)( 34  xxxxf 的有理根. 

例 2 证明 22)( 3  xxxf 在有理数域上不可约. 

证明  若它在有理数域上可约，则它至少有一个一次的有理因式，因此

有一个有理根，由 13 a ，据定理 12， )(xf 的根只可能是整根，且是常数项 2

的因子，故只可能是 2,1 . 经验证， 2,1 都不是 )(xf 的根，从而 )(xf 没有有

理根，故 )(xf 在有理数域上不可约. 

（三）艾森斯坦因判别法 

由第 1.8 节知判定复数域和实数域上的多项式是否可约很容易，但判定

有理数域上的多项式是可约不是一个容易解决的问题. 

有理系数多项式的因式分解问题可以归结为  整系数多项式的因式分解

问题，从而有理系数多项式是否可约与相应的整系数多项式是否可约是一致

的.因此，只须讨论整系数多项式在有理数域上不可约的判定方法，下面给出

一个称为艾森斯坦因的判别法，它只是一个充分条件，但应用很广. 

定理 13 （艾森斯坦因 Eisenstein 判别法）设 0

1

1)( axaxaxf n

n

n

n  

 

是一个整系多项式.若存在一个素数 p ，使得 

1 p 不整除 na ； 

2  021 ,,, aaap nn  ； 

3  2p 不整除 0a ；则 )(xf 在有理数域上是不可约的. 

证明  （反证法）若 )(xf 在有理数域上可约，则由定理 11， )(xf 可分解

为两个次数较低的系数多项式的乘积： 

1 1

1 0 1 0( ) ( )( )( , , , )l l m m

l l m mf x b x b x b c x c x c l n m n l m n 

            

因此， 000, cbacba mln  .因为 0ap ，所以 0bp 或 0cp （ p 是素数），但 2p 不整
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除 0a ，所以 p 不能同时整除 00 ,cb .（不然， )())(( 11

2

11000 cbppcpbcba  ，即 0

2 ap ，

矛盾）因此，不妨设 0bp ，但 p 不整除 0c .另一方面，因 p 不整除 na ，所以 p 不

整除 lb ，假设 lbbb ,, 10 中第一个不能被 p 整除的是 kb ，比较 )(xf 中 kx 的系数，

得等式 kkkk cbcbcba 0110    ，式中 01 ,,, bba kk  都能被 p 整除，所以 ok cb 也

必须能被 p 整除，但 p 是一个素数，所以 0,cbk 中至少有一个被 p 整除，这与 p

不整除 kb ， p 不整除 0c 矛盾. 

例  证明 1)( 36  xxxf 在有理数域上不可约. 

解  令 1x y  得 

6 3( 1) ( 1) ( 1) 1f y y y     

   6 1 5 2 4 3 3 4 2 5 1 6 0 3 2

6 6 6 6 6 6= +C +C +C +C +C +C 3 3 1 1y y y y y y y y y y    

 

6 5 4 3 2 1+6 +15 +21 +18 +6 +3y y y y y y  

取素数 p=3 满足艾森斯坦因判别法，因此 ( 1)f y  在有理数域上不可约，

从而 1)( 36  xxxf 在有理数域上不可约. 

五、小结 

1. 本原多项式的乘积是不是本原多项式？ 

2. 如何将有理数域上的多项式化为整系数多项式？ 

3. 请叙述定理 12 和定理 13 的内容. 

六、作业 

1.习题册 

2.思考整系数多项式在有理数上可约与有理数域上有根的区别和联系. 

七、教学反思 


