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第四章 柱面.锥面.旋转曲面与二次曲面

4.1 柱 面

授课学时 :1学时

教学目标：1.理解并掌握柱面的准线方程和柱面的母线方程；

2.熟练掌握求柱面的方法，快速写出相应柱面的方程。

教学分析：学会求柱面方程的一般方法和步骤和母线平行于坐标轴的柱面方程

一·生活中的柱面

1. 柱面

定义 4.1.1 在空间，由平行于定方向且与一条定曲线相交的一族平行直线所

生成的曲面叫柱面。定方向叫做柱面的方向，定曲线叫做柱面的准线，那族平行

直线中的每一条直线叫做柱面的母线。

说明：除平面外，柱面的方向是惟一的，

而其准线是不惟一的，每一条与柱面的母

线都相交的曲线都可以作为柱面的准线。

2柱面的方程

（1） 柱面的准线方程和准线 C上任意一点（x,y,z）的母线方程：

其中 X,Y,Z 为母线方向

（2） 约束条件
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（3）由（1）（2）可得出一个三元方程 F(x,y,z)=0
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1,0,1
，求这柱面的方程.

定理4.1.1在空间直角坐标系中，只含有两个元（坐标）的三元方程所表示的曲

面是一个柱面，它的母线平行于所缺元（坐标）的同名坐标轴。

柱面方程的特征

圆柱面，
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双曲柱面 ，

pzx 22  抛物柱面，

母线//X 轴

母线//Z 轴

母线// Y 轴

引例：分析方程

表示怎样的曲面。

解：在xoy面上，

表示圆C, 在圆C上任取一点

过此点作平行 z 轴的直线 l , 对任意点

的坐标也满足方程

沿曲线C平行于 z 轴的一切直线所形成的曲面称为圆柱面。其上所有点的坐标都

满足

此方程。故在空间
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表示圆柱面

在空间直角坐标系里，因这些柱面与 坐标面的交线分

别是椭圆，双曲线与抛物线，所以它们依次叫做椭圆柱面，

双曲柱面，抛物柱面，统称为二次柱面.

2 空间曲面的射影柱面

F<x,y,z>=0

设空间曲线为 L <15>

G<x,y,z>=0

如果我们从中依次消去一个元，可得

F1<x,y>,

F2<x,z>,

F3<y,z>,

任取其中两个方程组成方程组，比如

F1<x,y>=0

<16>

F2<x,z>=0

那么方程组<16>与<15>是两个等价的方程组，也就是<16>表示的曲线与<15>是同

一条曲线，从而曲面 F1<x,y>=0,与 F2<x,z>=0 都通过已知直线<15>；同理方程

F3<y,z>=0 表示的曲面也通过已知直线<15>.由定理 4.1.1 知，曲面 F1<x,y>=0

表示一个母线平行于 z轴的柱面，在直角坐标系下，其母线垂直于 xOy 坐标面，

我们把曲线 F1<x,y>叫做空间曲线<15>对 xOy 坐标面射影的射影柱面，而曲线叫
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做空间曲线<15>在 xOy 坐标面上的射影曲线。

F<x,y>=0,

z=0

同理F2<y,z>=0与 F3<y,z>=0分别叫做曲线<15>在 xOz坐标面与yOz坐标面射影

的射影柱面，而曲线

F2<x,z>=0 F3<y,z>=0

与

y =0 x=0

母线平行于轴的圆柱面，而后一个射影柱面是一个准线为做坐标面上的抛物线，

母线平行于轴的抛物柱面，因此曲线可以看成是这两个柱面的交线，它的形状如

图 4-4.从这里我们可以看到，利用空间曲线的射影柱面来表达空间曲线，对我

们认识空间曲线的形状是有利的

§ 4.2 锥面

授课学时：1 学时

一、教学目标

知识目标：1.理解并掌握顶点在坐标原点的锥面方程及求解方法；

2.熟练掌握求锥面的规律，快速写出相应锥面的方程。

能力目标：1.通过与现实生活的联系，在教师引导下探索新知识，培养学生观察、

分析、判断、归纳的能力；

2.锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想；
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3.强化“数”与“形”相结合，并相互转化的数学思想。

情感目标：1.运用数形结合的思想方法，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情；

2.培养学生积极探索的科学态度，让学生体会数学问题从具体到抽象的转化过程；

3.让学生感受到数学之美，从而激发学生学习数学的兴趣和信心。

二、教学重难点

1.教学重点: 锥面的定义和顶点在坐标原点的锥面方程及求解方法

2.教学难点：根据求锥面的规律，写出对应锥面的方程

定义 4.2.1 通过一定点且与定曲线相交的一族直线所产生的曲面叫做锥面，

这些直线都叫做锥面的母线，

那个定点叫做锥面的顶点，

定曲线叫做锥面的准线。

F1(x,y,z)=0

设准线方程为

F2(x,y,z)=0

顶点坐标 A（x0,y0,z0), 准线在准线上任取一点 M1(x1,y1,z1)，则过 M1的母线方程

为

x-x0 y-y0 z-z0 (1)

x1-x0 = y1-y2 = z1-z2

又 M1在准线上，有 F1(x1,y1,z1)=0 , F2(x1,y1,z1)=0 (2)

从（1）（2）等式中消去 x1 ,y1 ,z1 ，最后得到 F (x,y,z)=0

例 1 锥面的顶 点在原点，且准线

x2 y2

a2 b2 =1

z=c

求锥面的方程。

解 设 M1（x1 ,y1 , z1）为准线上的任意点，那么过 M1的母线为
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x y z

x1 = y1 = z1 (1)

x1

2 y1

2

a2 + b2 =1 (2)

z1=c (3)

由（1）（2）得

x1=cx , y1=cy

z z (4)

（4）带入（2）所得的锥面方程为

c2x2 c2y2

a2z2 b2z2 =1

把它改写为

x2 y2 z2

a2 + b2 + c2 =0

这个锥面叫做二次锥面。

显然，锥面的准线不是唯一的，和一切母线都相交的每一条曲线，都可以作为

他的准线。

定理 4.2.1 一个关于 x,y,z 的齐次方程总表示顶点在坐标原点的锥面。

证：设关于 x,y,z 的齐次方程为

F(x,y,z)=0 (1)

于是，对实数 t,当 tλ有意义时，

F(tx,ty,tz)=tλf(x,y,z)

则 当 t=0 时，有 F(0,0,0)=0,

即（1）过原点。

如果 Mo（xo,yo,zo）是图形上的非原点,则直线 OMo的参数方程为：

x=xot,
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y=yot,

z=zot,

代入 F(x,y,z)=0 中，得

F（x,y,z）=F(txo,tyo,tzo)

=tλF(xo,yo,zo)=0

说明整条直线都在图形上.

综上所述：

(1)表示的曲面是由这种通过坐标原点的直线所组成，即它是以原点为顶点的锥

面。

推论：关于 x-x0,y-y0,z-z0 的齐次方程表示

＆4.3 旋转曲面

授课学时；2 学时

一．教学目标

1.熟练掌握旋转曲面的规律，快速写出相应旋转曲面的方程

2，理解并掌握母线在坐标平面上，旋转轴为坐标轴的旋转曲面求解方法

二．教学重难点

1.教学重点

求母线在坐标平面上，旋转轴为坐标轴的旋转曲面的一般方程与步骤

2.教学难点

根据求旋转曲面的规律，写出对应旋转曲面方程

三．教学方法

多媒体辅助教学和探究式教学法

四，教学过程

1.引入
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2.讲解过程

定义：在空间,一条曲线 T 围绕着定直线 L 旋转一周, 所产生的曲面叫做旋转

曲面。

如图;旋转曲面的母线 T 上的任意一点 M1 在旋转时形成一个圆，这个圆也就是

通过点 M1 且垂直于轴 L 的平面上，以 L 为界的每个半平面都与曲面交成一条曲

线，这些曲线叫做旋转面的经线

二、旋转曲面的方程

1.前提:在直角坐标系下

旋转曲面:(1)旋转轴为坐标轴,(2) 母线在坐标平面上

推 导 : 母 线 T
� �ꍸᆀ � �

� � �
绕 z 轴 旋 转
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三．旋转曲面的规律

1.文字叙述

当坐标平面上的曲线绕此坐标平面里的一个坐标轴旋转时，为了求出这样的

旋转曲面的方程，只要将曲线在坐标面里的方程保留和旋转轴同名的坐标，而以

其他两个坐标平方和的平方根来代替方程中的另一坐标。

2.用数学符号表示
母线 F(x,z)=0，y=0

绕 x 轴旋转的旋转曲面方程为 0),( 22  zyxF

那么绕 Z 轴旋转 0),( 22  zyxF
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四．实际运用
1.椭圆

当绕 x轴旋转时，同名坐标即为 x,在方程中 1
2

2

2

2


c

z

a

y
中保留坐标 x 不变，

用 代 y,便得将椭圆中 1
2

2

2

2


c

z

a

y
绕 x 轴旋转的曲面方程为 ，

该曲面即为长形旋转椭球面。图为左下。

同理，当椭圆绕 y 轴旋转时，曲面方程即为 ，该曲面叫做扇形旋转

椭球面。图为右下。

2.双曲线 12

2

2

2


c
z

a
x

绕 z轴旋转的旋转曲面方程为 1
2

2

2

22




c

z

a

yx
，该曲面叫做单叶旋转双

曲面

绕 y 轴旋转的旋转曲面方程为 1
2

2

2

22




c

z

a

yx
，该曲面叫做双叶旋转双

曲面
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五 两种特殊的双曲面

双曲线 Γ： xoy 平面上两条相交直线









0  

0 
2

2

2

2

=z

=
b

y

a

x
绕 x 轴旋 X

x

Z

y
Y

javascript:void(0)


16

双曲线 Γ： 绕 z 轴旋转，求所得的旋转曲面方程。

解：绕 Z 轴旋转的旋转曲面方程为

即 这个曲面叫做单叶旋转双曲面

)0()（. 222  rRryRx 圆2 绕 y 轴旋转所成曲面

环 面 ：

22222 )( ryRzx 

六、课堂小结

1.母线在坐标平面上，旋转轴为坐标轴的旋转曲面；

2.求解旋转曲面方程的规律。

思考题

如果母线不在坐标平面上，旋转轴不是坐标轴时，又该如何求旋转曲面的方

程？
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七，布置作业

八，教学反思

§4.4 椭球面

授课学时，两小时

一．教学目标

1.知识目标：a.理解并掌握椭球面半轴、长轴的概念及其求解方法；

b.熟练掌握求椭球曲面的规律，快速写出相应椭球面的方程

2.能力目标：a.通过与现实生活的联系，在教师引导下探索新知识，培养学生观

察、分析、判断、归纳的能力；

b.锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想；

c.强化“数”与“形”相结合，并相互转化的数学思想

3.情感目标：a.运用数形结合的思想方法，激发学生观察、分析、探求的兴趣和

热情；

b.培养学生积极探索的科学态度，让学生体会数学问题从具体到抽

象的转化过程；

c.让学生感受到数学之美，从而激发学生学习数学的兴趣和信心

二、教学重难点

1. 教学重点：求椭球面的半轴 a、b、c的值，椭球面方程的一般方法和步骤

2. 教学难点：根据求椭球面的规律，写出对应椭球面的方程

三、教学方法：多媒体辅助教学和探究式教学法

四、教学过程

1.导入：想一想构成这此物体的曲面具有什么样的特征？
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再思考这些曲面的方程如何表示？

2. 讲解新知

讲授新知

1.定义：把 xOz面上的椭圆 12

2

2

2


c
z

a
x

绕 z轴旋转，所得曲面称为旋转椭球面 。

定义 4.4.1 在直角坐标系下，由方程 所表示的曲面叫做椭球

面，或称椭圆面，该方程叫做椭球面的标准方程，其中 a，b，c 为

任意的正常数，通常假定

2..椭球面的性质

设椭球面Σ： F ( x, y, z)

(1).对称性:

因为 F ( x, y, z) 0 ,所以,椭球面Σ关于三坐标面、三坐标轴及原点都对称.

对称平面(三坐标面)-------椭球面的主平面
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hx⎧

⎨

hy⎧

⎨

对称轴(三坐标轴)---------椭球面的主轴

对称中心(原点)----------椭球面的中心

所以椭球面是中心二次曲面.

(2).截距、顶点、轴

截距:

在方程①中令 y z 0 ,得 xa ，所以Σ在 x 轴上截距为 a ，令 x z
0 得 yb ，所以Σ在 y 轴上截距为 b ，令 x y 0 得 zc ，所以Σ在 z
轴上截距为 c .
顶点: (a, 0, 0 ) , (0, b, 0 ) , (0, 0, c )
轴: 2a, 2b, 2c -------轴, a, b, c -------半轴.

若 a b c , 2a -------长轴, a ------长半轴,
2b -------中轴, b ------中半轴,
2c -------短轴. c ------短半轴..

(3)范围：x≤ a，y≤ b，z≤ c
因此椭球面Σ完全封闭在一个由六个平面 xa , yb , zc 所组成的长方
体内。

3.椭球面的形状

当 cba  时 ， 椭 球 面 （ 2 ） 成 为

2222 azyx  ，这是球心在原点、半径为 a 的

球面.显然，球面是旋转椭球面的特殊情形，旋转

椭 球 面 是 椭 球 面 的 特 殊 情 形 . 把 球 面

2222 azyx  沿 z 轴方向伸缩
a
c 倍 即得旋转

椭球面 12

2

2

22


c
z

a
yx  再沿y轴方向伸缩

a
b 倍 即得

椭球面 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x 

4.椭球面的种类

------点椭球面

-----虚椭球面

-----实椭球面

当 a b c 时--------球面
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当 a b c 时--------扁形旋转椭球面

当 a b c 时--------长形旋转椭球面

当 a, b, c 互不相等时------三轴椭球面

5.椭球面的参数方程

6.

1   2

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

用 z = h 截曲面

用 y = m 截曲面

用 x = n 截曲面

7. 应用举例

例 已知椭球面的轴与坐标轴重合，且通过椭圆 ， 与点 ,
求这个椭球面的方程.

解： 因为所求椭球面的轴与三坐标轴重合，所以设所求椭球面的方程为

，

它与 xOy 面的交线为椭圆

















cos
sinsin
cossin

cz
by
ax

)20(),0(  
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与已知椭圆

比较知 .

又因为椭球面通过点 ，所以有

所以

因此所求椭球面的方程为

8.课堂小结

椭球面的长半轴 a、b、c的值的求法及其方程

9.思考题

已知椭球面的轴与三坐标轴重合，且通过椭圆 与 点 ，求

这个椭球面的方程？

10.布置作业

31621 ；P

11. 板书设计

柱面

定义 例题 练习
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定义 4.4.1

在直角坐标系

下，由方程

所表示的曲面

叫做椭球面，或

称椭圆面，方程

叫做椭球面的

标准方程，其中

a，b，c为任意

的正常数，通常

假定

例 已知椭球面的轴与坐标轴重

合，且通过椭圆 ， 与

点 ,求这个椭球面的方程.

解： 因为所求椭球面的轴与三坐标轴

重合，所以设所求椭球面的方程为

，

它与 xOy 面的交线为椭圆

与已知椭圆

比较知

.

又因为椭球面通过点 ，所以有

所 以

因此所求椭球面的方程为

见教材 P162 习题

五、教学反思

1. 运用课件把教学内容罗列出来，学生容易理解教学内容

2. 结合例题讲解，同学们更容易消化吸收

3. 同学们能够积极参议讨论答题
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§4.5 双曲面

授课学时:2 学时

一、教学目标:

1.理解并掌握什么是单叶双方曲面；

2.熟练掌握求截线的方法。

3.理解并掌握双叶双曲面的概念。

4.掌握双叶双曲面的标准方程，对双叶双曲面的基本图形有一定

的了解。

5．掌握双叶双曲面的性质。

6．了解双叶双曲面与坐标平面的交线；用平行于坐标面的平面

截割。

二、教学重难点:

1.教学重点:

知道什么是腰椭圆，会求各个曲面上的双曲线；

掌握双叶双曲面的定义、标准方程、基本图形及性质。

2.教学难点：

理解并掌握双叶双曲线与坐标平面的交线；用平行坐标面的平面

截割。用平行于某个截面截割单叶双曲线，那么他与平行于那个平面

来截割的结果完全相类似

三、教学方法

多媒体辅助教学、讲练和探究式相结合教学法

四、教学过程
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§4.5.1单叶双曲面

1. 在直角坐标系下, 由方程

＋ － ＝1

所表示的曲面叫做单叶双曲面, 该方程叫做单叶双曲面的标

准方程, 其中 a, b, c是任意的正常数.

2. 单叶双曲面的图形(如图 4-5).

(1) 曲面的对称性：单叶双曲面关于三坐标平面、三坐标

轴以及坐标原点都对称. 单叶双曲面的对称平面、对称轴与对

称中心, 依次叫做单叶双曲面的主平面、主轴与中心.

(2) 曲面与坐标轴的交点：单叶双曲面与 z轴不交, 与 x轴与 y

轴分别交于点(±a, 0, 0)与(0, ±b, 0), 这四点叫做单叶双曲面的

顶点.

(3) 被坐标面截得的曲线：单叶双曲面被三坐标面所截得的曲线

方程分别为

① ② ③

①为 xOy坐标面上的腰椭圆, ②,③分别为 xOz, yOz坐标面上的双曲

线, 这两条双曲线的虚轴都是 z轴, 虚轴的长都等于 2c.

(4) 被坐标面的平行平面所截得的曲线：用平行于 xOy坐标面的

平面 z＝h来截割, 得截线方程为
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④

单叶双曲面可看成是由椭圆族④所生成, 这族椭圆中的每一个椭圆

所在平面与 xOy坐标面平行, 两双顶点分别在双曲线②、双曲线③

上.

如果用平行于 xOz坐标面的平面 y＝k来截割, 得截线方程为

,

此曲线当|k|<b时为实轴平行于 x轴, 虚轴平行于 z轴的双曲线；
|k|>b时为实轴平行于 z轴,虚轴平行于 x轴的双曲线；|k|＝b时为
两对相交于(0,±b, 0)的直线.

用平行于 yOz坐标面的平面来截割, 情况类似.

若 a＝b, 方程即为旋转单叶双曲面.

3. 单叶双曲面的参数方程为

§4.5.2双叶双曲面
1. 在直角坐标系下, 由方程

＋ － ＝－1

所表示的图形, 叫做双叶双曲面,该方程叫做双

叶双曲面的标准方程, 其中 a, b, c为正常数.

2. 双叶双曲面的图形(如图 4-6):
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(1) 曲面的对称性：双叶双曲面关于三坐标面、三坐标轴以及坐

标原点都对称. 双叶双曲面的对称平面、对称轴与对称中心, 依次叫

做双叶双曲面的主平面、主轴与中心.

(2) 曲面与坐标轴的交点：双叶双曲面与 x轴、y轴都不相交, 只

与 z轴相交于两点(0, 0,±c), 这两点叫做双叶双曲面的顶点

(3) 曲面的存在范围：双叶双曲面在两平行平面 z＝±c之间没有

曲面上的点, 曲面分成两叶, 一叶上点的坐标都有 z≥c, 另一叶上

点的坐标都有 z≤－c.

(4) 被坐标面所截得的曲线：坐标平面 z＝0与曲面不相交, 而坐

标面 y＝0与 x＝0分别截曲面得截线为双曲线

⑤

⑥
它的实轴都是 z轴, 实轴长都等于 2c.

(5) 被坐标面的平行平面所截得的曲线: 用平行于 xOy坐标面的
平面 z＝h ( |h|≥c ) 来截割得截线方程为

⑦

当 |h|＝c 时, 截得的图形为一点；当 |h|>c 时, 截线为椭圆.

双叶双曲面可看成是由椭圆族⑦所生成, 这族椭圆中的每一个椭圆

所在平面与 xOy坐标面平行, 两双顶点分别在双曲线⑤,⑥上.
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用平行于 x坐标面或 yOz坐标面的平面来截割双叶双曲面都得到

双曲线.

若 a＝b, 方程即为旋转双叶双曲面.

3. 双叶双曲面参数方程为

4．理解以下结论：设有标准形式

Px2
+Qy2+Rz2＝1, PQR≠0.

则有 (1) P, Q, R均正表示椭球面；

(2) P, Q, R两正一负表示单叶双曲面；

(3) P, Q, R两负一正表示双叶双曲面；

(4) P, Q, R均负表示虚椭球面.

它们都有中心, 统称为有心二次曲面.

例 1. 给定方程 ＋ ＋ ＝1 (A>B>C>0), 试问当
取异于 A, B, C的各种数值时, 它表示怎样的曲面?

解：由思考题 2的结论, 有

(1) 当 <C时, P, Q, R全正, 表示椭球面；

(2) 当 C< <B时, P, Q, R两正一负, 表示单叶双曲面；

(3) 当 B< <A时, P, Q, R两负一正, 表示双叶双曲面；

(4) 当 >A时, P, Q, R全负, 无图形或表示虚椭球面.

例 2. 试求单叶双曲面 + － ＝1与平面 x－2z＋3＝0的交线

对 xOy平面的射影柱面.

javascript:void(0)


28

解：单叶双曲面与平面的交线为

从中消去 z得所求的射影柱面方程为

(x－12)
2＋20y＝260,

即 ＋ ＝1.

例 3. 设动点到(4, 0, 0)的距离等于这点到平面 x＝1的距离的

两倍,求这动点的轨迹.

解：设动点为 P(x, y, z), 依题意有

,

化简得 － － ＝1.

它是以 x轴为对称轴的旋转双叶双曲面.

例 4. 设直线 l与 m为互不垂直的两条异面直线, C是 l与 m公垂

线的中点, A、B两点分别在直线 l、m上滑动, 且 ACB＝90 , 试

证直线 AB的轨迹是一个单叶双曲面.

证明：取两异面直线 l、m的公垂线为 z轴, 公垂线的中点 C为坐

标原点, x轴与两异面直线成等角, 并设两异面直线间的距离为 2a,

夹角为 2 90 , 则有

l: m:

A(t1 cos , t1 sin , a), B(t2 cos , －t2 sin , －a). 由于
,

故有 t1t2cos
2 －t1t2sin

2 －a2＝0,
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t1t2cos2 ＝a2
,

因为 2 90 , 于是 cos2 0, 从而
t1t2＝

. ①
又直线 AB方程为

②
由①,②两式消去参数 u, t1, t2得 AB的轨迹方程为

－ ＋ ＝1.

它是一个单叶双曲面.

例 5. 用一族平行平面 z＝h (h为参数)截割双叶双曲面 －

－ ＝1得一族双曲线, 求这些双曲线焦点的轨迹.

解：所截得的双曲线族方程为

,

即

所以它的焦点坐标为
y=0,
z=h.

消去参数 h得焦点的轨迹方程为
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这是一条在 xOz坐标面上的双曲线, 其实轴为 x轴, 虚轴为 z轴.

4.课堂练习：

1. 已知双曲线的方程为 － ＝1, y＝0, 设有长短轴之比是常

数的一族椭圆, 它们的中心在 z轴上, 它们所在的平面与 z轴垂直,

它们长轴的两个端点在给定的双曲线上, 试求这族椭圆所形成的轨

迹.

2. 求准线为 且母线平行于 z轴的柱面方程.

3. 给定方程

+ + ＝1 (a>b>c>0).

试问 k取何值(异于 a2
, b2

, c2
)时, 这方程表示椭球面、单叶双曲面、

双叶双曲面？

5.课堂小结

可以看出，对于双曲面，我们仍可以将其看为含参数 h的一族椭

圆。同样，对于根据曲面的方程来认识曲面的形状，我们在这一节也

用到了“平行切割法”，对于认识空间图形，它把复杂的空间图形归

结为比较容易认识的平面曲线。可见，它确实是一种重要的思想方法。

6.布置作业

课本第 168页习题：3,5

7.板书设计

§ 4.5 双曲面
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§4.5.1单叶双曲面

1. 在直角坐标系下, 由方程

＋ － ＝1

所表示的曲面叫做单叶双曲面, 该方程

叫做单叶双曲面的标准方程, 其中 a, b, c

是任意的正常数

(1) 曲面的对称性：单叶双曲面关于三坐

标平面、三坐标轴以及坐标原点都对称. 单叶

双曲面的对称平面、对称轴与对称中心, 依次

叫做单叶双曲面的主平面、主轴与中心.

(2) 曲面与坐标轴的交点：单叶双曲面与

z轴不交, 与 x轴与 y轴分

别交于点(±a, 0, 0)与(0,

±b, 0), 这四点叫做单叶

双曲面的顶点.

(3) 被坐标面截得的曲

线：单叶双曲面被三坐标面

所截得的曲线方程分别为

①
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② ③

(4) 被坐标面的平行平面所截得的曲线：

用平行于 xOy坐标面的平面 z＝h来截割, 得

截线方程为

④

单叶双曲面可看成是由椭圆族④所生成, 这

族椭圆中的每一个椭圆所在平面与 xOy 坐标

面平行, 两双顶点分别在双曲线②、双曲线③

上.

如果用平行于xOz坐标面的平面y＝k来截

割, 得截线方程为

,

3. 单叶双曲面的参数方程为
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§4.5.2双叶双曲面
1. 在直角坐标系下, 由

方程

＋ － ＝－1

所表示的图形, 叫做双叶双
曲面,该方程叫做双叶双曲面
的标准方程, 其中 a, b, c为
正常数

(1) 曲面的对称性：双叶双曲面关于三坐

标面、三坐标轴以及坐标原点都对称. 双叶双

曲面的对称平面、对称轴与对称中心, 依次叫

做双叶双曲面的主平面、主轴与中心.

(2) 曲面与坐标轴的交点：双叶双曲面与

x轴、y轴都不相交, 只与 z轴相交于两点(0,

0,±c), 这两点叫做双叶双曲面的顶点

(3) 曲面的存在范围：双叶双曲面在两平

行平面 z＝±c 之间没有曲面上的点, 曲面分

成两叶, 一叶上点的坐标都有 z≥c, 另一叶

上点的坐标都有 z≤－c.

(4) 被坐标面所截得的曲线：坐标平面 z

＝0与曲面不相交, 而坐标面 y＝0与 x＝0分

别截曲面得截线为双曲线

⑤
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⑥
它的实轴都是 z轴, 实轴长都等于 2c.

(5) 被坐标面的平行平面所截得的曲线:

用平行于 xOy坐标面的平面 z＝h ( |h|≥c )

来截割得截线方程为

⑦

3. 双叶双曲面参数方程为

4．理解以下结论：设有标准形式

Px2
+Qy2+Rz2＝1, PQR≠0.

则有 (1) P, Q, R均正表示椭球面；

(2) P, Q, R两正一负表示单叶双曲面；

(3) P, Q, R两负一正表示双叶双曲面；

(4) P, Q, R均负表示虚椭球面.

它们都有中心, 统称为有心二次曲面.

五、教学反思

1.运用 PPT 讲课件可以节省许多授课时间，课堂形式多样化，

改变了传统教学的单一化；

2.能生动、直观、形象地展示教学内容，便于学生从感性上更好
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的认识事物，便于笔记；

3.不过对老师提出更高的要求，要做课件工作量有点大；

4.有时候速度过快，内容太抽象，有些同学跟不上进度；

5.学生上课有些睡觉，班级气氛不够好；

6.上去黑板做题的同学还是有，然后同学回答问题也是有的；

7.上课没有讲小话的学生。

4.6 抛物面

1.椭圆抛物面

授课学时 1学时

一、教学目标

知识目标：1.熟练掌握求椭圆抛物面的规律，快速写出相应椭圆抛物面的方程；

2.理解并掌握椭圆抛物面的性质，会求椭圆抛物面与坐标平面的交线；

能力目标：1.通过与现实生活的联系，在教师引导下探索新知识，培养学生观察、

分析、判断、归纳的能力；

2.锻炼学生联系、对应、转化的辩证思想；

3.强化“数”与“形”相结合，并相互转化的数学思想。

情感目标：1.运用数形结合的思想方法，激发学生观察、分析、探求的兴趣和热

情；

2.培养学生积极探索的科学态度，让学生体会数学问题从具体到抽象

的转化过程；

3.让学生感受到数学之美，从而激发学生学习数学的兴趣和信心。

二.、教学重难点

重点：求椭圆抛物面的规律，掌握相应椭圆抛物面方程的一般方法和步骤

难点：掌握椭圆抛物面的性质，会求平行与坐标面的平面截割

三、教学方法

多媒体辅助教学和探究式教学法

四、教学对象分析

本课程的教学对象是数学与应用数学专业大一的学生，在此之前，学生

接触到的几何知识大部分是平面几何，对空间几何图形的认识比较抽象，针
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对现实生活中的许多图形、建筑、装置等更是没有一个对应的数学概念，因

而利用生活中的实例去引起学生的注意，采用多媒体演示，通过不断观察、

分析、探索、归纳和总结，让学生体会到解析几何数形结合的思想是重要的。

五、教学过程

一．联系实际引入

1.想一想：构成这此物体的曲面具有什么样的特征？

2.思考：这些曲面的方程如何表示？

二．讲授新知

1.定义 在直角坐标系下，由方程
2 2

2 2
2

x y
z

a b
  （a,b>0） (1)

所表示的曲面叫做椭圆抛物面

方程(1)叫做椭圆抛物面的标准方程

2.椭圆抛物面的性质

（1）对称性

椭圆抛物面关于 xOz 、yOz坐标平面,z 坐标轴对称

事实上,如果(x,y,z)满足方程,则

①(x,-y,z)和(-x,y,z)也满足方程. 所以方程的图象关于 xoz 面、yoz 面对称.
2 2

2 2
2

x y
z

a b
 
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②(-x,-y,z)满足方程. 所以方程的图象关于 z轴对称.

2 2

2 2
2

x y
z

a b
 

（2） 顶点

(令两个坐标为零,代入方程解第三个坐标)

椭圆抛物面与对称轴交于点(0,0,0)这点称为椭圆抛物面的顶点

椭圆抛物面没有对称中心

2 2

2 2
2

x y
z

a b
 

（3 ）范围

2 2

2 2
2

x y
z

a b
  z=

2 2

1
2 2 2
( ) 0
x y

a b
  0z 

说明:椭圆抛物面的全部在 xOy 平面的一侧

3.椭圆抛物面与坐标平面的交线

ⅰ） 用坐标面截割

1 z = 0 截曲面

0
:(0,0,0)

Z
C 

2 y = 0 截曲面

2 2

0

2 ,
:

0
Y

x a z
C

y


 



（抛物线）

③x = 0 截曲面

2 2

0

2 ,
:

0
x

y b z
C

x


 



（抛物线）

4. 用平行于坐标面的平面截割曲面

（1）用平行于XOY坐标面的平面z=h(h > 0),去截椭圆抛物面

2 2

2 2
2

,( 0)

x y
z

a b

z h h

 

 

2 2

2 2
2

,( 0)

x y
h

a b

z h h

 

 

两条主抛物线具有相同的顶点,对
称轴和开口方向

x

z

y

Z

X

Y

0x
C 

0v
C 
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2 2

2 2
2

x y
z

a b
 

2 2

2 2
2

,( 0)

x y
h

a b

z h h

 

 

2 2

2 2
1

( 2 ) ( )

,( 0)

x y

ah bh

z h h

 

 

交线为平面 z=h 上的椭圆,它的半轴为： 2 , 2a h b h 两条半轴随着 h的增加

而增大

2 2

2 2
1

( 2 ) ( )

,( 0)

x y

ah bh

z h h

 

 

顶点坐标为 ( 2 ,0, ),(0, 2 , )a h h b h h 

观察这两对顶点与下面两条主抛物线的关系
2 22

0

x a z

y




2 22

0

y b z

x




顶点坐标 ( 2 ,0, )a h h (0, 2 , )b h h

在主抛物线上：

2 22 ,

0

x a z

y




2 22

0

y b z

x

 


、

（2）用 y = k 截曲面

2
2 2

2
2

: ,2y k

y
x a z

C b

y k



  
   

  




（抛物线）

结论：取这样两个抛物线，它们所在的平面互相垂直，它们的顶点和轴都重合，

且两抛物线有相同的开口方向，让其中一条抛物线平行于自己（即与抛物线所在

X

Z

Y
O

X

Z

YO

结论：椭圆抛物面可看作由一个椭圆

的变动（大小位置都改变）而产生，

该椭圆在变动中，保持所在平面与

xOy 面平行，且两对顶点分别在两主

抛物线上滑动
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的 平 面 平 行），且

使其顶点在 另 一 个

抛物线上滑 动，那么

前一抛物线 的 运 动

轨迹是一个 椭 圆 抛

物面.

5.旋转抛物面与椭圆抛物面的关系

当 a=b时，
22

2 2

2 2 22 2yx

a b
z x y a z    

将抛物线
2 2

:
0

y pz

x

  


绕 z轴旋转

将抛物线
2 2

:
0

y pz

x

  


绕 z轴旋转

Y

X

Z

O
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将抛物线
2 2

:
0

y pz

x

  


绕 z轴旋转

2 2y pz

例 1做出球面 2 2 2 8x y z   与旋转抛物面 2 2 2x y z  的交线

旋转抛物面

o

x

z

.

yx

z

o

（0，0，2）
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三．课堂小结

1用平行于 x=t 的平面来截割椭圆抛物面时，与用平行于 y = k 的平面来截割曲

面结果是完全类似的

2. 用平行截割法对曲面进行截割时，要注意表示平面常数 h的取值范围。

思考题：

已知椭圆抛物面 S的顶点在原点，对称面为 xOz 面与 yOz 面，且过点（1,2,6）

和 （
1

3
，-1,1），求这个椭圆抛物面的方程。

四．布置作业

158
1 3P
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1.双曲抛物面的概念

定义 4.6.2 在直角坐标系下，由方程

2 2

2 2 2x y z
a b

  （4.6.2）

所表示的曲面叫做双曲抛物面

其中 a,b 为任意的正常数。

方程（4.6.2）叫做双曲抛物面的标准方程

二、双曲抛物面的性质

1.对称性

双曲抛物面（4.6-2）关于 xOz 、yOz 坐标平面以及 z 轴对称. xOz 、yOz 坐

标平面是它的对称平面, z 轴是它的对称轴.

双曲抛物面无对称中心

2.范围
, ,x R y R z R  

方程(4.6-2)表示的曲面是无界的

三、 双曲抛物面的形状(平行截割法)

ⅰ） 用坐标面截割曲面 （两条主抛物线具有相同的顶点和对称轴,但开口方

向相反。）

1 坐标面 z = 0 截割曲面，得 0.z=C两 线相交直

2 用坐标面 y = 0 截割曲面，得

2 2

0
2 ,

 
0.y

x a z
C

y

 



抛 线 ：物
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3 坐标面 x = 0 截割曲面，得

现用 Z=h,(h 不为 0)来截 (4.6-2)
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例 作出曲面 与平面 ，三坐标面所围成

的立体在第一卦限部分的立体图形.
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例 作出曲面 与平面， 三坐标面所围成

的立体在第一卦限部分的立体图形.
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§4.7 单叶双曲面与双曲抛物面的直母线

授课学时：2 学时

一、教学目标：

1、理解直纹曲面的概念

2、明白单叶双曲面是直纹曲面，双曲抛物面是直纹曲面

3、掌握单叶双曲面与双曲抛物面的性质并灵活运用

二、教学重难点：

1、教学重点：直纹曲面的概念（特殊的直纹曲面）、单叶双曲面与双

曲抛物面的性质

2、教学难点：特殊的直纹曲面（单叶双曲面是直纹曲面，双曲抛物
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面是直纹曲面）、单叶双曲面与双曲抛物面的性质

三、教学方法：多媒体辅助教学、数形结合、讲练和探究式相结合教

学法

四、教学过程：

1、导入：

○1 运用 4.5 中双曲面的定义以及数学模型引出直母线和直纹曲面的

概念，

（1.）单叶双曲面的概念

1.定义 在直角坐标系下，由方程

12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x

所表示的曲面叫做单叶双曲面。

单叶双曲面的标准方程

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x

其中a,b,c为正常数

方程左边三项,两正一负,右边为1

单叶双曲面的基本图形

（2.）双曲抛物面的概念

javascript:void(0)


54

定义在直角坐标系下，由方程 所表示的曲面叫做

双曲抛物面

其中 a，b为任意的正常数；此方程也叫做双曲抛物面的标准方程。

(3.)双曲抛物面的性质 :
对称性：双曲抛物面关于xOz 、yOz坐标平面,z坐标轴对称事实上,如果(x,y,z)

满足方程,则：

(x,-y,z)和(-x,y,z)也满足方程，所以方程的图象关于xoz面、yoz面对称：

双曲抛物面关于xOz 、yOz坐标平面,z坐标轴对称；事实上,如果(x,y,z)满足方

程,则：

(-x,-y,z)满足方程,所以方程的图象关于z轴对称：

范围: 双曲抛物面没有对称中心

表示的曲面是无界的

(4.)生活中的直纹曲面：

2 2

2 2 2x y z
a b

 

2 2

2 2 2x y z
a b

 

, , .x R y R z R  
2 2

2 2 2x y z
a b

 
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○2 运用模型以及多媒体推导相关定理

2、讲解新知：

○1 直纹曲面的定义：由一族直线所生成的曲面叫做直纹曲面，

生成曲面的那族直线叫做该曲面的一族直母线。

○2 单叶双曲面与双曲抛物面是直纹曲面的证明

单叶双曲面
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证明：

12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x

（1）→ （2）

→
)1)(1())((

b
y

b
y

c
z

a
x

c
z

a
x


（3）→ 且

（4）和 且 （5）及 且

可以证明，（4）和（5）是（3）中 u →0 和 u→∞

的两种极限情况并且不论 u 取什么数，（3）、（4）

（5）都表示直线，，它们统称为 u 族直线。

可以证明，由这 u 族直线可以构成单叶双曲面（1），

从而它是单叶双曲面的一族直母线。同理：

且 和 且 及 且

也是（1）的另一族直母线。称为（1）的 v 族直母线。

○3 单叶双曲面与双曲抛物面的性质：

定理 4.7.1 单叶双曲面

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

   ， , , 0a b c 

是直纹曲面.它有两族直母线：
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 2 2

1 ,
0

1

x z yw u
a c b

w u
x z yu w
a c b

               
             

与  2 2

1 ,
0

1 .

x z yt v
a c b

t v
x z yv t
a c b

               
             

推论： 对于单叶双曲面上的点，两族直母线中各有一条直母线

通过这点.

定理 4.7.2 双曲抛物面

2 2

2 2 2x y z
a b

  ， , 0a b 

是直纹曲面.它有两族直母线：

 
2 ,

,

x y u
a b u R
x yu z
a b

   
      

（4.7-3）

与  
2 ,

,

x y v
a b v R
x yv z
a b

   
      

. （4.7-4）

推论： 对于双曲抛物面上的点，两族直母线中各有一条直母线

通过该点.
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3.例题讲解：

4、课堂练习：
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5、课堂小结：本堂课我们学习了直母线和直纹曲面的定义，了

解了单叶双曲面与双曲抛物面的性质并且能够很好的运用，收货

颇多。

6、布置作业：P182 习题 4 至 10 任选 4 题

7、板书设计：

五教学反思：

对于本次授课我很满意，同学们积极配合老师教学，顺利完

成教学任务。
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