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第 一 节      消  元  法 

主要内容 

线性方程组的概念 

消元法 

线性方程组消元法的矩阵表示 

齐次线性方程组的解 



1．一般线性方程组是指形式为 

(1) 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

 

n n

n n

s s sn n s

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    

    

是方程的个数 ;                                           ( 1,2, , , 1,2, , )ija i s j n s

1 2, , , nx x x n的方程组，其中                    代表   个未知量，                     

称为方程组的系数；                          称为常数项 .                       ( 1,2, , )ib i s

一、线性方程组的基本概念 



2．方程组的解 

设                    是    个数，如果                    分别用                         1 2, , , nk k k n
1 2, , , nx x x

1 2, , , nk k k 代入后，(1)中每一个式子都变成恒等式, 

则称有序数组                     是（1）的一个解. 1 2( , , , )nk k k

(1)的解的全体所成集合称为它的解集合． 

解集合是空集时就称方程组（1）无解． 

3．同解方程组 

如果两个线性方程组有相同的解集合，则称它们是同解的． 



4．方程组的系数矩阵与增广矩阵 

矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

s s sn

a a a
a a a

A

a a a

 
 

  
 
 

称为方程组（1）的系数矩阵 ; 

而矩阵 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

ss s sn

a a a b
a a a b

A

ba a a

 
 

  
 
 

称为方程组（1）的增广矩阵． 



1．引例   

解：交换这2个方程对换次序，得 

第1个方程的-2倍加到第2个方程，得 

二、消元法 

解线性方程组  2 4 4
3

x y
x y
 
 

第2个方程两边同时乘0.5，得  

 3
2 4 4

x y
x y
 
 

 3
2 2
x y

y
 
 

 3
1

x y
y
 
 

第2个方程乘-1加到第1个方程，得   4
1

x
y

 



定义 线性方程组的初等变换是指下列三种变换 

①  用一个非零的数乘某一个方程； 

②  将一个方程的倍数加到另一个方程上； 

③  交换两个方程的位置． 

性质 线性方程组经初等变换后，得到的线性方程 

组与原线性方程组同解． 

2．线性方程组的初等变换   



11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

(1)

n n

n n

s s sn n s

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    

    

11 21 1 12 22 2 1 2 1 2

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )n n n

n n

s s sn n s

a ka x a ka x a ka x b kb
a x a x a x b

a x a x a x b

       
    

    

如对方程组（1）作第二种初等变换: 

简便起见，不妨设把第二个方程的k倍加到第一个
方程得到新方程组（1'）． 

（1'） 

设      是方程组（1）的任一解，则 1 2( , , , )nc c c



11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

s s sn n s

a c a c a c b
a c a c a c b

a c a c a c b

   
    

    

11 21 1 12 22 2 1 2( ) ( ) ( )n n na ka c a ka c a ka c     

11 1 12 2 1 21 1 22 2 2( ) ( )n n n na c a c a c k a c a c a c       

1 2b kb 

所以      也是方程组（1'）的解. 1 2( , , , )nc c c

于是有 

同理可证的（1'）任一解也是（1）的解. 

故方程组（1 ' ）与（1）是同解的. 



3．利用初等变换解一般线性方程组 

 （化阶梯方程组）   

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

(1)

n n

n n

s s sn n s

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    

    

先检查(1)中    的系数，若                      全为零， 11 21 1, , , sa a a
1x

则    没有任何限制，即   可取任意值，从而方程组 1x
1x

(1)可以看作是               的方程组来解． 2 , , nx x



如果    的系数不全为零，不妨设 1x 11 0.a 

分别把第一个方程         的倍加 到第i个方程              ． 1

11

ia

a
 ( 2, , )i s

(3) 

11 1 12 2 1 1

22 2 2 2

2 2

n n

n n

s sn n s

a x a x a x b
a x a x b

a x a x b

   
     

     

于是(1)就化成 

其中 1

11 1 , 2, , , 2, , .ia

ij ij ja
a a a i s j n     



再考虑方程组  (4) 
22 2 2 2

2 2

n n

s sn n s

a x a x b

a x a x b

    


    

即，方程组(3)有解充要条件是 

而(1)与(3)是同解的,因此方程组(1)有解充要条件 

对方程组(4)重复上面的讨论，并且一步步作下去， 

最后就得到一个阶梯形方程组. 

而方程组(3)的解都是方程组(4)有解. 

方程组(4)的一个解代入方程组(3)就得出(3)的一个解； 

方程组(4)有解. 

(4)有解． 



这时去掉它们不影响(5)的解． 

(5) 

11 1 12 2 1 1 1

22 2 2 2 2

10
0 0

0 0

r r n n

r r n n

rr r rn n r

r

c x c x c x c x d
c x c x c x d

c x c x d
d 

     
     

   
 








其中 0, 1 2, , .，iic i r 

方程组(5)中的“０＝０”这样一些恒等式可能不出现 

而且(1)与(5)是同解的．  

也可能出现， 

为了讨论的方便，不妨设所得的阶梯形方程组为 



考察方程组的解的情况:  

由Cramer法则，此时(6)有唯一解，从而(1)有唯一解． 

r n

(6) 

11 1 12 2 1 1

22 2 2 2

n n

n n

nn n n

c x c x c x d
c x c x d

c x d

   
   

 

i) 若         ．这时阶梯形方程组为  r n

其中  0, 1,2, , .iic i n 

２°               时，方程组(5)有解，从而(1)有解， 1 0rd  

1 0rd  １°               时，方程组(5)无解，从而(1)无解． 

分两种情况： 此时去掉 “０＝０” 的方程． 



此时方程组(7)有无穷多个解，从而(1)有无穷多个解.  

(7) 

11 1 12 2 1 1 1, 1 1 1

22 2 2 2 2, 1 1 2

, 1 1

r r r r n n

r r r r n n

rr r r r r r rn n

c x c x c x d c x c x

c x c x d c x c x

c x d c x c x

 

 

 

      
      

    

ii) 若         ，这时阶梯形方程组可化为                      r n

其中  0, 1,2, , .iic i r 

事实上，任意给                  一组值，由(7)就唯一 1, ,r nx x

地定出的                一组值． 1, , rx x

例1 解下列方程组 1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1
4 2 5 4
2 2 5

x x x
x x x
x x x

  
  
  



称为一组自由未知量．                 1, ,r nx x而  

 通过                  表示出来．    1, ,r nx x1, , rx x一般地，可以把 

这样一组表达式称为方程组(1)的一般解， 

例2 解下列方程组 1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1
4 2 5 4

2 2 4 1

x x x
x x x
x x x

  
  
   

三、线性方程组消元法的矩阵表示 

不妨设线性方程组(1)的增广矩阵 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

ss s sn

a a a b
a a a b

A

ba a a

 
 

  
 
 经过一系列初等行变换化成阶梯阵 



11 12 1 1, 1 1 1

22 2 2, 1 2 2

, 1

1

0

0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

r r n

r r n

rr r r rn r

r

c c c c c d

c c c c d

c c c d

d









 
 
 
 
 
 
 
 
 

其中  0, 1,2, , .iic i r 

1 0rd  １°              时，方程组 (1)无解．   

1 0rd  ２°                时，方程组(1) 有解.                      



且方程组(1)与方程组(7)同解 

(7) 

11 1 12 2 1 1 1, 1 1 1

22 2 2 2 2, 1 1 2

, 1 1

r r r r n n

r r r r n n

rr r r r r r rn n

c x c x c x d c x c x

c x c x d c x c x

c x d c x c x

 

 

 

      
      

    

当         时 ，方程组(1)有无穷多解．                      r n

所以，当          时，方程组(1)有唯一解；                     r n

（ 这样，方程组(1)有没有解，以及有怎样的解，
都可以通过它的增广矩阵看出.） 



       

例3 解下列方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 7
2 4 2 1

3 6 5 0

x x x x
x x x x

x x x x

   
   
   

5 1 2 1 7
2 1 4 2 1
1 3 6 5 0

 
 

   

1 3 6 5 0
2 1 4 2 1
5 1 2 1 7

  
  

  

1 3 6 5 0
0 7 16 12 1
0 14 32 24 7

  
  

  

1 3 6 5 0
0 7 16 12 1
0 0 0 0 5

  
  

 
 

解：对方程组的增广矩阵作初等行变换 

从最后一行知，原方程组无解. 



四、齐次线性方程组的解 
定理1 在齐次线性方程组 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

s s sn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    

    

中，如果        ，则它必有非零解.       s n



                 

证明 显然，方程组在化成阶梯形方程组之后， 

方程的个数不会超过原方程组中方程的个数， 
即 r  s < n . 

由 r < n 得知，它的解不是唯一的，因而必有非零解. 



小结和作业 

2020年4月23日9时50分 

1. 请叙述线性方程组的三种初等变换以及其作用. 

2.请叙述定理1？ 

3.作业见学习通. 

3.1  消元法解线性方程组  


