
主要内容 

问题的提出 

第 四 节       矩阵的逆 

逆矩阵的定义 

矩阵可逆的条件 

可逆矩阵的性质 

克拉默法则的另一证法 

矩阵乘积的秩的性质 



一、问题的提出 

1.  数的运算规则有哪些？矩阵的运算有哪些？ 

2.  形如AX=B，其中A，B都是n级方阵，若A

是非退化的，怎么解该方程？ 



二、逆矩阵的定义 

1.  可逆的定义 

定义 7    n 级方阵 A 称为可逆的，如果有n级方阵 B， 

使得 

AB = BA = E ,                                 (1) 

这里 E 是 n 级单位矩阵. 

定义 8   如果矩阵 B 适合 (1)，那么就称为 A的逆矩阵， 

记为 A-1 . 



2.  逆矩阵的唯一性 

若方阵 A 可逆，则其逆矩阵唯一 . 

证明 设 B 和 C 都是 A 的逆矩阵，则由定义 

有               AB = BA = E，AC = CA = E， 

于是 

B = BE = B( AC ) = ( BA )C  = EC = C .  

所以逆矩阵唯一. 

证毕 



三、矩阵可逆的条件 

现在的问题是：在什么条件下矩阵 A 是可逆的？ 

如果 A 可逆，怎样求 A-1 ？ 

1.  伴随矩阵 

定义 9    设 Aij 是矩阵 
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中元素 aij 的代数余子式，矩阵 
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称为 A 的伴随矩阵. 

问：A 的伴随矩阵A * 与矩阵A的积A * A=？ 

矩阵A 与A的伴随矩阵A * 的积 AA *=？ 



由行列式按一行(列)展开的公式立即得出： 

其中 d = | A | . 

如果 d = | A |  0，那么由 (2) 得 
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2.  矩阵可逆的充分必要条件 

定理 3    矩阵 A 可逆的充要条件是 A 非退化，且 
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证明 当 d = | A |  0，由 (3) 可知，A 可逆 

且 

)4(.
1 *1 A
d

A 



反过来，如果 A 可逆，那么有 A-1 使 

AA-1 = E . 

两边取行列式，得 

| AA-1 | = | A | | A-1 | = | E | = 1 , 

因而 | A |  0，即 A 非退化 .  证毕 

定理 3 不但给出了一矩阵可逆的条件，同时 

也给出了求逆矩阵的公式 (4) ，用公式 (4) 求逆矩 

阵的方法叫伴随矩阵法. 

下面利用伴随矩阵法求逆阵. 



    例 １  用伴随矩阵法求下列矩阵的逆阵 
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    四、可逆矩阵的性质 

1( )kA 
(2) 

设 A, B, Ai (i =1, 2, …, m) 为 n 级可逆方阵， 

k 为非零常数，则  

A-1, kA, AB, A1A2…Am , AT  

也都是可逆矩阵，且 

(1)   (A-1)-1 

(3)   (AB)-1 

（A1A2…Am)
-1 

= A; 

11
A

k
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= B-1A-1, 

= Am
-1…A2

-1A1
-1 ; 



 （4） (AT)-1 

（5） ;
|A|
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 （6） (Am)-1 = (A-1)m , m 为正整数. 

证明    只证（３）和（４）. 

（３） (AB)(B-1A-1) = A(BB-1)A-1 =AEA-1 =AA-1= E. 

（４） AT(A-1)T = (A-1A)T = (E)T = E,  

所以     (AT)-1 = (A-1)T . 

证毕 

= (A-1)T ; 



五、克拉默法则的另一证法 

线性方程组 
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,

,

可以写成 
AX = B .                                    (6) 

如果 | A |  0，那么 A 可逆. 用X = A-1B代入 (6)， 

得恒等式 A( A-1B ) = B，这就是说 A-1B是一解.  



如果 X = C 是 (6) 的一个解，那么由 AC = B 得 

A-1( AC ) = A-1B ， 

即                            C = A-1B . 

这就是说，解 X = A-1B 是唯一的. 用 A-1 的公式 (4) 

代入方程的解 A-1B就是克拉默法则中给出的公式. 



六、矩阵乘积的秩的性质 

定理 4    A 是一个 s  n 矩阵，若P 是  

s  s 可逆矩阵，Q 是 n  n 可逆矩阵，则 

秩( A ) = 秩(  PA ) = 秩( AQ ) . 

证明 令 B = PA , 

由定理2得： 秩(B) =秩(PA)  秩( A )； 

则A = P -1B. 

秩(A ) =秩(P -1B)  秩( B ) . 

所以 秩( A ) = 秩( B ) = 秩( PA ) . 

另一个式子可以同样地证明. 证毕 

问：任意的一个矩阵乘上一
个可逆矩阵它的秩会不会改
变？ 



   例 2    设方阵 A 满足 

移项  得 

OEAA  22 证明 

EAA 2及 都可逆，并求 .)2( 11   EAA 及

    解     变形所给的等式，得 
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     例 3      设 
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求 B. 

        解      已知方程变形    得 
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例 4    解下列矩阵方程 

AXB = C                   其中 

 解        由已知易得   X = A-1CB-1 ,  

下面求 A 和 B 的逆阵. 
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所以 
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例 5   设 n 级矩阵 A, B, A + B 均可逆, 证明 

 (A-1 + B-1)-1 = A(A + B)-1B = B(B + A)-1A. 

证  将 A-1 + B-1 表示成已知的可逆矩阵的乘积: 

A-1 + B-1 = A-1(E + AB-1) = A-1(BB-1 + AB-1) 

= A-1(B + A)B-1 . 

由可逆矩阵的性质可知 

(A-1 + B-1)-1 = [A-1(A + B)B-1]-1 = B(B + A)-1A. 

同理可证另一个等式也成立. 



例 6  设 A 为 n 级方阵( n  2 ) ,证明  

|A*| = |A|n-1. 

证      由于 AA* = A*A = |A|E , 所以 

|A| |A*| = |A|n                          (4) 

下面分三种情形讨论: 

(1)  |A|  0, 即 A 可逆, (4) 式两端除以 |A| 即 

得                     |A*| = |A|n-1. 

(2)  |A| = 0, 且 A = O, 则 A* = O, 结论显然成立. 



(3)  |A| = 0, 但 A  O, 反设 |A*|  0, 则 A* 可逆, 

因而   A = (AA*)(A*)-1 =(|A|E)(A*)-1 = |A|(A*)-1 = O, 

故 A = O, 与 A  O 矛盾, 所以, |A*|=0=|A|n-1. 



1.请叙述判断可逆矩阵的充要条件? 

小结和作业 

2. 如何求可逆矩阵的逆矩阵？ 

3.可逆矩阵的性质有哪些？ 

4.作业见学习通. 


