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第四章  矩阵 

教学的时间：2020 年  月  日         教学学时数:1 学时 

4.1 矩阵的概念的一些背景 

一、教学目标 

了解矩阵概念产生的背景 

二、教学重点 

矩阵概念产生的背景 

三、教学难点 

让学生理解矩阵的应用广泛 

四、教学过程 

线性方程组的一些重要性质反映在它的系数矩阵和增广矩阵的性质上，并且解线性方

程组的过程也表现为变换这些矩阵的过程.除了线性方程组之外，还有大量的各种各样的

问题也都提出矩阵的概念，并且这些问题的研究常常反映为有关矩阵的某些方面的研究，

甚至于有些性质完全不同的、表面上完全没有联系的问题，归结成矩阵问题以后却是相同

的.这使矩阵成为数学中一个极其重要的应用广泛的概念，因而也就使矩阵成为代数特别

是线性代数的一个主要研究对象. 

1. 在解析几何中考虑坐标变换时，如果只考虑坐标系的转轴(反时针方向转轴)，那么

平面直角坐标变换的公式为 









,cossin

,sincos





yxy

yxx
                       (1) 

其中 为 x 轴与 x轴的夹角.显然新旧坐标之间的关系，完全通过公式中系数所排成的

22 矩阵 








 





cossin

sincos
                           (2) 

表示出来.通常，矩阵(2)称为坐标变换(1)的矩阵.在空间的情形，保持原点不动的仿射坐标

系的变换有公式 
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













.

,

,

333231

232221

131211

zayaxaz

zayaxay

zayaxax

                     (3) 

同样，矩阵 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                          (4) 

就称为坐标变换(3)的矩阵. 

2. 二次曲线的一般方程为 

0222 22  feydxcybxyax .              (5) 

(5)的左端可以简单地用矩阵 

















fed

ecb

dba

                          (6) 

来表示.通常，(6)称为二次曲线(5)的矩阵.以后我们会看到，这种表示法不只是形式的. 

3. 在讨论国民经济的数学问题中也常常用到矩阵.例如，某三家房地产企业，2018 年四个

季度的销售额用矩阵 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
   

来表示，其中 aij 表示第 i 家企业第 j 季度的销售额. 

4. n维向量也可以看成矩阵的特殊情形. n维行向量就是 n1 矩阵，n维列向量就是

1n 矩阵. 

以后用大写的拉丁字母 ,, BA ，或者 

   ,, ijij ba  

来表示矩阵. 

有时候，为了指明所讨论的矩阵的级数，可以把 ns 矩阵写成 ,, snsn BA ，或者 

    ,,
snijsnij ba  

(注意矩阵符号与行列式的符号的区别). 

设    
lkijmnij baA , ，如果 knlm  , ，且 ijij ba  ，对 njmi ,,2,1;,,2,1   都成立，
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我们就说 BA  .即只有完全一样的矩阵才叫做相等. 

五、小结 

1. 你能举矩阵的例子吗？ 

2. 如何定义矩阵相等? 

3. 自己下去思考矩阵在解线性方程组中的有作用哪些作用？ 

六、作业（见习题册） 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年  月 日                   教学学时数:3 学时 

4.2 矩阵的运算 

一、教学目标 

掌握矩阵的加法、数乘、乘法、转置等运算规律及其计算 

二、教学重点 

 矩阵的加法、数乘、乘法、转置等运算规律及其计算 

三、教学难点 

 矩阵的数乘、乘法的运算规律及其计算 

四、教学过程 

1. 加法 

定义 1 设 

 








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









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n

n
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
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

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
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
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
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是两个 ns 矩阵，则矩阵 

   





























snsnssss

nn
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snijijsnij

bababa

bababa

bababa

bacC









2211

2222222121

1112121111

 

称为 A和B 的和，记为 

BAC  . 

矩阵的加法就是矩阵对应的元素相加.当然，相加的矩阵必须要有相同的行数和列数.

由于矩阵的加法归结为它们的元素的加法，也就是数的加法，所以不难验证，它有 

结合律： CBACBA  )()( ; 

交换律： ABBA  . 
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元素全为零的矩阵称为零矩阵，记为 snO ，在不致引起含混的时候，可简单地记为O .

显然，对所有的 A， 

AOA  . 

矩阵 



























snss

n

n

aaa

aaa
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






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22221
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称为矩阵 A的负矩阵，记为 A .显然有 

OAA  )(  

矩阵的减法定义为 

)( BABA   

例如 在§1 我们看到，某一种物资如果有 s 个产地，n个销地，那么一个调动方案就

可表示为一个 ns 矩阵.矩阵中的元素 ija 表示由产地 iA 要运到销地 jB 的这个物资的数量，

比如说吨数.如果从这些产地还有另一个物资要运到这些销地，那么，这种物资的调动方

案也可以表示为一个矩阵.于是从产地到销地的总的运输量也可以表示为一个 ns 矩阵.

显然，这个矩阵就等于上面两个矩阵的和. 

根据矩阵加法的定义应用关于向量组的秩的性质，很容易看出： 

秩( A + B )≤ 秩( A )+秩( B ) 

2. 乘法 

在给出乘法定义之前，先看一个引出矩阵问题. 

引引例例          总总收收入入与与总总利利润润问问题题 

设某地有甲、乙、丙三个工厂, 每个工厂都生产Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ  4 种

产品.已知每个工厂的年产量(单位:个) 如下表所示: 

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ

甲 20 30 10 45

乙 15 10 70 20

丙 20 15 35 25

产品
工

厂
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已知每种产品的单价 (万元/个 ) 和单位利润(万元/个) 如下表所示: 

单价 利润

Ⅰ 10 2

Ⅱ 15 4.5

Ⅲ 30 12

Ⅳ 20 6

项目
产

品

 

求各工厂的总收入与总利润. 

解  容易算出各工厂的总收入与总利润, 列表如下： 

 

总收入 总利润

甲 1850 565

乙 2800 1035

丙 1975 677.5

项目
工

厂

 
本例中的三个表格可用三个矩阵表示, 设

10 2
20 30 10 45 1850 565

15 4.5
15 10 70 20 2800 1035 ,

30 12
20 15 35 25 1975 677.5

20 6

A ,B ,C

 
    
          
   

    
 

 

记 A = (aij)3×4 , B = (bij) 4×2 , C = (cij) 3×2 ,则 cij = ？, i = 1, 2, 3,  j = 1, 2. 
定义 2 设 

   
nmkjsnik bBaA  , , 

那么矩阵 

 
smijcC  , 

其中 





n

k

kjiknjinjijiij babababac
1

2211  ,                  (6) 

称为矩阵 A与B 的乘积，记为 

ABC  . 
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由矩阵乘法的定义可以看出，矩阵 A与 B 的乘积C 的第 i 行第 j 列的元素等于第一个

矩阵 A的第 i 行与第二个矩阵 B 的第 j 列的对应元素的乘积的和.当然，在乘积的定义中，

我们要求第二个矩阵的行数与第一个矩阵的列数相等. 

例 2 设 

4 1 0

1 0 3 1 1 1 3
, ,

2 1 0 2 2 0 1

1 3 4

A B

 
 

         
 
 

 

那么 

4 1 0

1 0 3 1 1 1 3

2 1 0 2 2 0 1

1 3 4

AB

 
 

       
 
 

9 2 1
.

9 9 11

  
  
 

 

例 3 如果 

 
snijaA   

是一线性方程组的系数矩阵，而 













































sn b

b

b

B

x

x

x

X

2

1

2

1

,  

分别是未知量和常数项所成的 1n 和 1s 矩阵，那么线性方程组就可以写成矩阵的等式 

BAX  . 

例 3 在空间中作一坐标系的转轴.设由坐标系 ),,( 111 zyx 到 ),,( 222 zyx 的坐标变换的矩

阵为 



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

如果令 




































2

2

2

2

1

1

1

1 ,

z

y

x

X

z

y

x

X , 

那么坐标变换的公式可以写成 

21 AXX  . 
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如果再作一次坐标系的转轴，设由第二个坐标系 ),,( 222 zyx 到第三个坐标系 ),,( 333 zyx 的

坐标变换公式为 

32 BXX  , 

其中 




































3

3

3

3

333231

232221

131211

,

z

y

x

X

bbb

bbb

bbb

B . 

那么不难看出，由第一个坐标系到第三个坐标系的坐标变换的矩阵即为 

ABC  . 

矩阵的乘法适合结合律.设 

     
mrklnmjksnij cCbBaA  ,,  

则 

)()( BCACAB  . 

证： ( )ij snA a    ( )jk nmB b     ( )kl mrC c  

令  ( )ik smV AB v  ，   ( )jl nrW BC w    

其中  
1

n

i k i j j k

j

v a b


 ，     
1

m

j l j k k l

k

w b c


  

VC 的第 i 行第 j 列元素为
1 1 1

m m n

ik kl ij jk kl

k k j

v c a b c
  

   ， 

AW 的第 i 行第 j 列元素为
1 1 1

m m n

ij jl ij jk kl

j k j

a w a b c
  

   ． 

即，VC 的第 i 行第 j 列元素等于 AW 的第 i 行第 j 列元素． 

所以     A B C A B C( ) = ( )． 

但是矩阵的乘法不适合交换律，即一般说来 

BAAB  . 

例如，设 


























11

11
,

11

11
BA  
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
































00

00

11

11

11

11
AB , 

而 



































22

22

11

11

11

11
BA . 

由这个例子我们还可看出，两个不为零的矩阵的乘积可以是零，这是矩阵乘法的一个

特点.由此还可得出矩阵消去律不成立.即当 ACAB  时,不一定有 CB  . 

定义 3 主对角线上的元素全是 1，其余元素全是 0 的 nn 矩阵 





















100

010

001









 

称为 n级单位矩阵，记为 nE ，或者在不致引起含混的时候简单写为E .显然有 

snnsn AEA  , 

snsns AAE  . 

矩阵的乘法和加法还适合分配律，即 

ACABCBA  )( ,                      (9) 

BCBAACB  )( .                      (10) 

应该指出，由于矩阵的适合交换律，所以(9)与(10)是两条不同的规律. 

我们还可以定义矩阵的方幂.设 A是一 nn 矩阵，定义 











 .

,

1

1

AAA

AA

kk
 

换句话说， kA 就是 k 个 A连乘.当然只能对行数与列数相等的矩阵来定义.由乘法的结合

律，不难证明 
lklk AAA  , 

kllk AA )( . 

这里 lk, 是任意正整数.因为矩阵乘法不适合交换律，所以 kAB)( 与 kk BA 一般不相等. 

3. 数量乘法 

.   定义 4 矩阵 
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



















snss

n

n

kakaka

kakaka

kakaka









21

22221

11211

 

称为矩阵  
snijaA  与数 k 的数量乘积，记为 kA.换句话说，用数 k 乘矩阵就是把矩阵的每

个元素都乘上 k . 

数量乘积适合以下的规律： 

lAkAAlk  )( ,                      (11) 

kBkABAk  )( ,                     (12) 

AkllAk )()(  ,                      (13) 

AA 1 ,                         (14) 

)()()( kBABkAABk  .                 (15) 

矩阵 























k

k

k

kE









00

00

00

 

通常称为数量矩阵.作为(15)的特殊情形，如果 A是一 nn 矩阵，那么有 

)()( kEAAkEkA  . 

这个式子说明，数量矩阵与所有的 nn 矩阵作乘法是可交换的.可以证明：如果一个 n 级

矩阵与所有 n级矩阵作乘法是可交换的，那么这个矩阵一定是数量矩阵.再有 

ElklEkE )(  , 

EkllEkE )())((  , 

这就是说，数量矩阵的加法与乘法完全归结为数的加法与乘法. 

若 A为 n级方阵， nkA k A ． 

4. 转置 

把一矩阵 A的行列互换，所得到的矩阵称为 A的转置，记为 A .可确切地定义如下： 

定义 5 设 



文山学院数学与工程学院                 高等代数（1）教案                  第四章 矩阵                     

4.2 矩阵的运算 127 























snss

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

， 

所谓的转置就是指矩阵 























snnn

s

s

aaa

aaa

aaa

A









21

22212

12111

. 

显然， ns 矩阵的转置是 sn 矩阵. 

矩阵的转置适合以下的规律： 

AA )( ,                         (16) 

BABA  )( ,                    (17) 

ABAB )( ,                      (18) 

AkkA )( .                      (19) 

(16)表示两次转置就还原，这是显然的. 

例 4 设 

 














 



124

311

012

,211 BA  

求 ABAB  ,)( . 

对称矩阵 反对称矩阵 

定义：设 A为 n级方阵，若 A满足 

1） A A  ，则称 A为对称矩阵． 

2） A A   ，则称 A为反对称矩阵． 

性质： 

① 对称矩阵的和、差仍是对称矩阵． 

反对称矩阵的和、差仍是对称矩阵． 

即， ,A B对称 ,A B A B   仍对称． 

,A B反对称 ,A B A B   仍反对称． 

② A对称， k P kA  仍对称．  

A反对称， k P kA  反对称． 

    ③ 奇数级反对称矩阵的行列式等于零． 



文山学院数学与工程学院                 高等代数（1）教案                  第四章 矩阵                     

4.2 矩阵的运算 128 

证： , ( 1)nA A A A A       ，n为奇数，则 A A    0A   

④ ,A B对称， AB未必对称． ( )AB B A BA     

 ,A B反对称， AB未必反对称． ( ) ( )( )AB B A B A BA        

⑤ ,A B对称， AB对称 .AB BA   

⑥ A 为任意级方阵，则 

A A 为对称矩阵， A A 为反对称矩阵； 

A可表为对称矩阵与反对称矩阵之和．
1 1

( ) ( )
2 2

A A A A A      

例 5 A反对称， B 对称．证明： 

1） 2A 对称． 

2） AB BA 对称； AB BA 反对称． 

3） AB反对称 AB BA  ． 

证：1） 2 2( ) ( ) ( )( )A AA A A A A A          

    2） ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AB BA AB BA B A A B B A A B AB BA                  

    3） “ ”AB反对称 ( ) ( )AB AB B A B A BA            

     “ ”( ) ( ) ,A B B A B A B A A B A B        反对称． 

例 6 A为 n级实对称矩阵，且 2 0A  ，证明： 0A  ． 

证：设 ( ) .ij nnA a A A  2

1

0, 1,2, , .
n

ik

k

a i n


    

0, 1,2, , , 1,2, ,ika i n k n    ． 

0.A   

五、小结 

1. 你学会了矩阵哪几种运算，它们分别怎么运算？ 

2. 矩阵的乘法如何计算？两个矩阵的乘积有没有条件？ 

六、作业（习题册） 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年  月  日       教学学时数:2 学时 

4.3 矩阵乘积的行列式与秩 

一、教学目标 

1. 掌握矩阵乘积的行列式定理。 

2. 理解矩阵乘积的秩与它的因子的秩的关系。 

二、教学重点 

矩阵乘积的秩与它的因子的秩的关系 

三、教学难点 

矩阵乘积的秩与它的因子的秩的关系 

四、教学过程 

定理 1 设 BA, 是数域P 上的两个 nn 矩阵，那么 

|||||| BAAB  ,                        (1) 

即矩阵乘积的行列式等于它的因子的行列式的乘积. 

由§4.3 定理 7，P93 

nnnnAB
E

AB

BE

A
BA 2)1(1)1()1(

0

00






 

 ABAB

nn

n 



2

)12(2

)1()1(  

用数学归纳法，定理 1 可以推广到多个因子的情形，即有 

推论 1 设 mAAA ,,, 21  是数域P 上的 nn 矩阵，于是 

|||||||| 2121 mm AAAAAA    

定义 6 数域P 上的 nn 矩阵 A称为非退化的，如果 0|| A ，否则称为退化的. 

显然一 nn 矩阵是非退化的充要条件是它的秩等于 n . 

推论 2 设 BA, 是数域 P 上 nn 矩阵，矩阵 AB 为退化的充要条件是 BA, 中至少有一

个是退化的. 

证明“”：因 AB 非退化， BABABAAB ,,0,00  所以都非退化； 

“”设 BA, 都非退化，则 ,0,0  BA  0 BAAB ， AB 非退化. 

定理 2 设 A是数域P 上 mn 矩阵，B 是数域P 上 sm 矩阵，于是 
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)](),(min[)( BAAB 秩秩秩  ,                   (2) 

即乘积的秩不超过各因子的秩. 

证明：设 ( ) , ( )ij nm ij msA a B b  ， ( )ij nsAB c ． 

设B 的行向量为 mBBB ,,, 21  ，C 的行向量为 nCCC ,,, 21  ， 

由 AB C ，先证 nCCC ,,, 21  可由 mBBB ,,, 21  线性表示，   







































msmm

s

s

imii

bbb

bbb

bbb

aaaAB















21

22221

11211

21  

























msimsisimimiimimii bababababababababa 221122221211212111 其中

AB 的第 i 行元素为： 

),,,( 112111 si bbba  +  ),,,( 222212 si bbba ),,,( 21 msmmim bbba  mimii BaBaBa  2211  

ni ,,2,1  ，即 C 的行向量 nCCC ,,, 21  可由 B 的行向量 mBBB ,,, 21  线性表示所以

( ) ( )R C R B ． 

平行的，设 A的列向量为 mAAA ,,, 21  ，C 的列向量为 sCCC ,,, 21  ，则 










































































mjnmjnjn

mjmjj

mj

j

nmn

m

bababa

bababa

b

b

aa

aa

AB

2211

12121111

1

111

 



















1

11

1

n

j

a

a

b 


















2

12

2

n

j

a

a

b 


















nm

m

mj

a

a

b 
1

= mmjjj AbAbAb  2211  

即C 的列向量 mCCC ,,, 21  可由 A的列向量 mAAA ,,, 21  线性表示，从而 ( ) ( )R C R A ， 

故     ( ) m i n { ( ) , ( ) }R C R A R B ． 

用数学归纳法，定理 2 可以推广到多个因子的情形，即有 

推论 3 如果 tAAAA 21 ，那么 

)(min)(
1

j
tj

AA 秩秩


 . 
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五、小结 

1. 请叙述矩阵乘积的行列式与先求矩阵的行列式再求乘积的关系。 

2. 矩阵退化与非退化的判别方法。 

3. 请叙述矩阵乘积的秩与它的因子的秩的关系。 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年  月   日       教学学时数:2 学时

4.4 矩阵的逆 

一、教学目标 

1. 理解可逆矩阵、逆矩阵、伴随矩阵等概念。 

2. 掌握一个 n阶方阵可逆的充要条件和用公式法求一个矩阵的逆矩阵。 

二、教学重点 

伴随矩阵的概念、用公式法求一个矩阵的逆矩阵 

三、教学难点 

用公式法求一个矩阵的逆矩阵 

四、教学过程 

（一）、可逆矩阵的概念 

在§2 我们看到，矩阵与复数相仿，有加、减、乘三种运算.矩阵的乘法是否也和复

数一样有逆运算呢？这就是本节所要讨论的问题. 

这一节矩阵，如不特别声明，都是 nn 矩阵. 

对于任意的级方阵 A都有 

AEAAE   

这里 E 是 n级单位矩阵.因之，从乘法的角度来看， n 级单位矩阵在级方阵中的地位类似

于 1在复数中的地位.一个复数 0a 的倒数可以用等式 

11 aa  

来刻划，相仿地，我们引入 

定义 7 n级方阵 A称为可逆的，如果有 n级方阵B ，使得 

EBAAB  ,                       (1) 

这里 E 是 n级单位矩阵. 

首先我们指出，由于矩阵的乘法规则，只有方阵才能满足(1).其次，对于任意的矩阵

A，适合等式(1)的矩阵B 是唯一的(如果有的话). 

设 21, BB 均为 A的逆，则 EABBA  11 ，且 EABBA  22 ，从而有： 

22212111 )()( BEBBABABBEBB  . 

定义 8 如果矩阵B 适合(1)，那么B 就称为 A的逆矩阵，记为 1A . 
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（二）、可逆矩阵的逆矩阵的求法 

下面要解决的问题是：在什么条件下矩阵 A是可逆的？如果 A可逆，怎样求 1A ？ 

定义 9 设 ijA 是矩阵 























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 

中元素 ija 的代数余子式，矩阵 























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A









21

22212

12111

*  

称为矩阵 A的伴随矩阵. 

例 1       

1 2 3

2 2 1

3 4 3

A

 
 

  
 
 

， 则
























222

563

462

A    

由行列式按一行(列)展开的公式立即得出： 

dE

d

d

d

AAAA 































00

00

00

** ,               (2) 

其中 || Ad  . 

如果 0||  Ad ，那么由(2)得 

EAA
d

A
d

A  )
1

()
1

( ** .                        (3) 

定理 3 矩阵 A可逆的充要条件是 A非退化的，而 

)0||(
1 *1  AdA
d

A  

证明：“”: 因 A可逆，则 0111   EAAAA ， 0A , 

       “”: 设 0A , 由   EAAAAA   , 

EAA
A

A
A

A   )
1

()
1

( ，矩阵 A可逆，且 1 *1
A A

A

  . 
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例 2．
2 1

5 3
A

 
  
 

，  1A ，  1
3 1

5 2
A

 
  

 
． 

一般地，
a b

A
c d

 
  
 

，可逆 0ad bc   ． 

1 1 d b
A

c aad bc


 

  
  

． 

例 3．

1 2 3

2 2 1

3 4 3

A

 
 

  
 
 

，  则 

343

122

321

A 2

100

122

321





， 

























222

563

462

A ，    1

2 6 4
1

3 6 5
2

2 2 2

A

 
 

   
  

． 

例 4．

1

2

n

a

a
D

a

 
 
 
 
 
 

， 0ia  ， 1, ,i n ，则

1

1

1

1 2

1

n

a

a
D

a









 
 
 
 
  
 

． 

则 naaaD 11 ， 



























11

31

2

00

00

00

n

n

n

aa

aaa

aa

D









， 

1

1

1

1 2

1

n

a

a
D

a









 
 
 
 
  
 

． 

根据定理 3容易看出，对于 n级方阵 BA, ，如果 

EAB   

那么 BA, 就都是可逆的并且它们互为逆矩阵. 

证： 1 0AB E A B A     ， 0B  ,A B 可逆． 

1 1 1( )A AB A E B A     ， 1 1 1( )AB B EB A B     ． 

定理 3不但给出了一矩阵可逆的条件，同时也给出了求逆矩阵的公式(4).按这个公式

来求逆矩阵，计算量一般是非常大的.在以后我们将给出另一种求法. 

由(5)可以看出，如果 0||  dA ，那么 

11 ||   dA  

（三）、逆矩阵的运算规律 
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1) A可逆 1A 可逆，且 1 1( )A A   ． 

2) A可逆， 0 A   可逆，且 1 11
( )A A



  ． 

3) A、B 为 n级可逆方阵 AB 可逆，且 1 1 1( )AB B A   ． 

  因  EAAAAEABBAABAB   111111 )()())(( ， 

AB 可逆，且 1 1 1( )AB B A   ． 

4) A可逆 'A 可逆，且 ' 1 1 '( ) ( )A A  ． 

因 A可逆，则 EEAAAA   )())(( 11 ， 'A 可逆，且 ' 1 1 '( ) ( )A A  ． 

5) A可逆 *A 可逆，且 * 1( )
A

A
A

  ， 

因 A可逆，则 EAA
A

 )
1

( ， EA
A

A  )
1

( ， *A 可逆，且 * 1( )
A

A
A

  ． 

6) A可逆 kA 可逆，且 1 1( ) ( )k k kA A A


    ．  

    因 A可逆，则 EEAAAA kkkk   )()( 11 kA 可逆，且 1 1( ) ( )k k kA A A


    ． 

（注：当 0A  时，定义 0A E ， 1( )k kA A  ，则 k l k lA A A  ， ( )k l klA A ） 

注意： A、B 可逆， A B 未必可逆. 

例 5. 设方阵 A满足 2 3 10 0A A E   ，证明： A， 4A E 都可逆，并求它们的逆矩阵． 

证：由 2 3 10 0A A E   ，得 ( 3 ) 10A A E E  ，即得
1

( 3 )
10

A A E E
 

  
 

， 

故 A可逆，且 1 1
( 3 )

10
A A E   ． 

再由 2 3 10 0A A E   ，得 EEAAA 6442  EEAEEAA 6)4()4(  ， 

 ( )( 4 ) 6A E A E E   ，即  
1

( )( 4 )
6

A E A E E   ， 

故 4A E 可逆，且 1 1
( 4 ) ( )

6
A E A E   ． 

例 6．证明：若 0A  ，则 * 0A   

证： *AA A E  * 0AA  ；     当 0A  时， * 0A  ， * 0A   

当 0A  时，反设 * 0A  ，则 *A 可逆．由 * 0AA  ，有 * * 1 * 1( )( ) 0( ) 0AA A A   ，即 0A  ，

矛盾， * 0A  ． 

（四）、矩阵方程 

A为 n阶可逆矩阵，若 B 为 sn 矩阵，且 1AX B X A B   为 sn 矩阵； 
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若B 为 ns 矩阵，且 1XA B X BA   为 ns 矩阵； 

BA, 分别为 sn, 阶可逆矩阵，若C 为 sn 矩阵，且 1 1AXB C X A CB    为 sn 矩阵． 

例 7．
2 5 4 6

1 3 2 1
X

   
   

   
，求 X ． 

解：

1
2 5 4 6

1 3 2 1
X


   

    
   

3 5 4 6 2 23

1 2 2 1 0 8

      
     

    
． 

例 8．

0 3 3

1 1 0

1 2 3

A

 
 

  
  

， 2AB A B  ，求B ． 

解：由 2AB A B  ，得 ( 2 )A E B A  ，又

2 3 3

2 1 1 0 2

1 2 1

A E



   



0 ， 

 2A E 可逆，且 1

1 3 3
1

( 2 ) 1 1 3
2

1 1 1

A E 

 
 

   
  

， 

 1

0 3 3

( 2 ) 1 2 3

1 1 0

B A E A

 
 

    
 
 

． 

例 9．Cramer 法则另一种简捷的推导 

给  

11 1 1 1

1 1

n n

n nn n n

a x a x b

a x a x b

  


   

，可改写为矩阵形式： AX B ，（6） 

其中  


















nnn

n

aa

aa

A







1

111

，

1

2

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

，

1

2

n

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 

 

      当系数行列式 0 AD 时, A可逆，且 1 *1
A A

A

   

将 BAX 1 代入（6）有恒等式 BBAA 1 ，即 BAX 1 是（6）的一个解 

若 CX  是（6）的一个解，则 BACBAACABAC 111 ,,   ，故 

BAX 1 是（6）的唯一解，由  1 *1
A A

A

  ，有 
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  BA
A

BAX
11 





















B

AAA

AAA

AAA

A

nnnn

n

n









21

22212

12111

1





















nnnnn

nn

AbAbAb

AbAbAb

A






2211

1212111
1

 

.,,2,1,)(
1

2211 nj
D

D
AbAbAb

A
x

j

njnjjj     得证 Cramer 法则： 

若（6）的系数矩阵 A的行列式 | | 0D A  ，则方程组（6）有唯一解： 

D

D
x 1

1  ，
D

D
x 2

2  ,, .
D

D
x n

n   

（五）、矩阵乘积的秩 

定理 4： s nA  ，若 s sP ， n nQ  可逆，则 ( ) ( ) ( ) ( )R A R PA R AQ R PAQ   ．即可逆矩阵

不改变矩阵的秩. 

证：令B PA ，又 1P B A  ，由定理 2，
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

R B R A
R A R B

R A R B

 
 

 
 

五、小结 

1. 叙述可逆矩阵、逆矩阵、伴随矩阵等概念。 

2. 如何判断一个 n阶方阵可逆的充要条件？ 

3. 用公式法求一个矩阵的逆矩阵你学会了吗？怎么求？。 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年  月   日       教学学时数:2 学时

4.5 矩阵的分块 

一、教学目标 

1. 理解分块矩阵的意义。  

2. 掌握分块矩阵的加法、乘法的运算及性质。 

二、教学重点 

分块矩阵的加法、乘法的运算及性质 

三、教学难点 

分块矩阵的乘法的运算及性质 

四、教学过程 

介绍一个处理级数较高的矩阵时常用的方法，即矩阵的分块.有时候，我们把一个大

矩阵看成是由一些小矩阵组成的，就如矩阵是由数组成的一样.特别在运算中，把这些小

矩阵当作数一样来处理.这就是所谓矩阵的分块. 

设 ( )ij mnA a  

11 12 1

1 2

t

s s st

A A A

A

A A A

 
 

  
 
 

 = ( )kl s tA   ,   ijA 为子块 

特殊分块：按行分块

1

2

s

A

A
A

A

 
 
 
 
 
 

，其中 1( )i i inA a a ， 

按列分块  1 2, , tA B B B ，其中

1

2

j

j

j

nj

b

b
B

b

 
 
 
 
  
 

 

为了说明这个方法，下面看一个例子.在矩阵 


































21

2

1011

0121

0010

0001

EA

OE
A  
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中， 2E 表示级单位矩阵，而 




















00

00
,

11

21
1 OA . 

在矩阵 




































2221

1211

0211

1401

1021

2301

BB

BB
B  

中， 










































02

14
,

11

01
,

10

23
,

21

01
22211211 BBBB . 

在计算 AB 时，把 BA, 都看成是由这些小矩阵组成的，即按 2 级矩阵来运算.于是 






























2212121111

1211

2221

1211

21

2

BBABBA

BB

BB

BB

EA

OE
AB , 

其中 












































11

42

11

01

21

01

11

21
21111 BBA , 





































35

11

02

14

10

23

11

21
22121 BBA . 

因之 




























3511

1142

1021

2301

AB . 

不难验证，直接按 4 级矩阵乘积的定义来作，结果是一样的. 

一般，设    
nmkjsnik bBaA  , ，把 BA, 分成一些小矩阵 























tltt

l

l

t

l

AAA

AAA

AAA

s

s

s

A

nnn













21

22221

11211

2

1

21

,                        (1) 
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





















lrll

r

r

l

r

BBB

BBB

BBB

n

n

n

B

mmm













21

22221

11211

2

1

21

,                        (2) 

其中每个 ijA 是 ji ns  小矩阵，每个 ijB 是 ji mn  小矩阵，于是有 























trtt

r

r

t

r

CCC

CCC

CCC

s

s

s

ABC

mmm













21

22221

11211

2

1

21

,                   (3) 

其中 

),,2,1;,,2,1(
1

2211 rqtpBABABABAC
l

k

kqpklqplqpqppq   


.  (4) 

这个结果是由矩阵乘积的定义直接验证即得. 

应该注意，在分块(1),(2)中矩阵的列的分法必须与矩阵的行的分法一致. 

以下会看到，分块乘法有许多方便之处.常常在分块之后，矩阵间相互的关系看得更

清楚. 

实际上，在证明关于矩阵乘积的秩的定理时，已经用了矩阵分块的想法.在那里，用

mBBB ,,, 21  表示B 的行向量，于是 























mB

B

B

B


2

1

, 

这就是 B 的一种分块.按分块相乘，就有 





























mnmnn

mm

mm

BaBaBa

BaBaBa

BaBaBa

AB









2211

2222121

1212111

. 

用这个式子很容易看出 AB 的行向量是 B 的行向量的线性组合；将 AB 进行另一种分块乘

法，从结果中可以看出 AB 的列向量是 A的列向量的线性组合. 

例 1. 求矩阵 
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




































BC

OA

bbcc

bbcc

aa

aa

D

rrrrkr

rk

kkk

k













11

111111

1

111

00

00

 

的逆矩阵，其中 BA, 分别是 k 级和 r 级的可逆矩阵，C 是 kr  矩阵，O是 rk  零矩阵. 

证明 因为 

|||||| BAD  , 

所以当 BA, 可逆时，D也可逆.设 











2221

12111

XX

XX
D , 

于是 



























r

k

EO

OE

XX

XX

BC

OA

2221

1211
, 

这里 rk EE , 分别表示 k 级和 r 级单位矩阵.乘出来并比较等式两边，得 





















.

,

,

,

2212

2111

12

11

r

k

EBXCX

OBXCX

OAX

EAX

 

由第一、二式得 

OOAXAX   1

12

1

11 , , 

代入第四式，得 

1

22

 BX , 

代入第三式，得 

11

21

1

1121 ,   CABXCACXBX . 

因此 
























111

1

1

BCAB

OA
D . 

特别地，当 OC  时，有 
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

























1

11

BO

OA

BO

OA
. 

形式为 





















la

a

a









00

00

00

2

1

 

的矩阵，其中 ia 是数 ),,2,1( li  ，通常称为对角矩阵，而形式为 





















lAO

A

OA


2

1

 

的矩阵，其中 iA 是 ii nn  矩阵 ),,2,1( li  ，通常称为准对角矩阵.当然，准对角矩阵包括

对角矩阵作为特殊情形. 

对于两个有相同分块的准对角矩阵  























lAO

A

OA

A


2

1

,























lBO

B

OB

B


2

1

, 

如果它们相应的分块是同级的，那么显然有 























ll BAO

BA

OBA

AB


22

11

 





























ll BAO

BA

OBA

BA


22

11

 

它们还是准对角矩阵. 

其次，如果 lAAA ,,, 21  都是可逆矩阵，那么 

















































1

1

2

1

1

1

2

1

ll AO

A

OA

AO

A

OA


. 
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例 2． A、 B 为 n级方阵，证明，若 0AB  ，则 ( ) ( )R A R B n  ． 

证：    1 2 1, 20 , , 0 , 0n nAB A B B B AB AB AB      

0, 1,2,iAB i n   ．即 B 的每一列向量皆为齐次线性方程组 0AX  的解向量． 

向量组 1 2, , nB B B 的秩 0AX  的基础解系所含向量个数． 

即，秩 1 2( , , ) ( )nB B B n R A  ( ) ( ) ( ) ( )R B n R A R A R B n       

例 3．已知 3 级方阵 A按列分块为 1 2 3( , , )A    ，且 5A  ．若 

1 2 1 3 2( 2 ,3 4 ,5 )B        ，求 B ． 

解：
1 2 3

1 3 0 1 3 0

( , , ) 2 0 5 2 0 5

0 4 0 0 4 0

B A  

   
   

    
   
   

 

法 1：

1 3 0

2 0 5 5 ( 20) 100

0 4 0

B A       

法 2： 1 1 3 2 2 1 3 2,3 4 ,5 2 ,3 4 ,5B             

1 1 2 1 3 2 1 3 2,3 ,5 ,4 ,5 20 , ,            

1 2 320 , , 20 100A        ． 

附：  一些特殊分块矩阵的乘积 

AX B ，  

1

2

1 2, , n

n

x

x

x

   

 
 
  
 
 
 

， 1 1 n nx x      

m nA  ， 

1

2

1 2 1 1 2 2( , , ) ( , , , )n n n

n

A A A A A A




  



 
 
  
 
 
 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

m m m m

A A

A A

A A

 

 

 

    
    
    
    
    
    
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例 4：

5 0 0

0 3 1

0 2 1

A

 
 

  
 
 

，求 1A  

解：  
1

1 3 1 1 11
5 ,

2 1 2 15



     
     

     
， 1

1 5 0 0

0 1 1

0 2 3

A

 
 

   
  

． 

例 5． A为 3 阶方阵，
1

2
A  ，

1 *(3 ) 2 0
2

0

A A
B

A

 
  

 
，求 B  

解： 6 1 *2 (3 ) 2B A A A   

       

6 1 * 6 1 *

6 6 6 3

1
2 ( ( 3 ) 2 ) 2 2

3

1 1 2 2 5 1 2
2 2 2 2 ( )

3 2 3 3 2 7

A A A A A A A

E E E

    

        

 

五、小结 

1. 矩阵进行分块的运算有没有好处?体现在哪些地方? 

2. 矩阵分块的乘法需要注意什么？ 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年  月   日       教学学时数:2 学时

4.6 初等矩阵 

一、教学目标 

1. 理解和掌握初等矩阵、初等变换等概念及其它们之间的关系。 

2. 熟练掌握一个矩阵的等价标准形和矩阵可逆的充要条件。 

3. 会用初等变换的方法求一个方阵的逆矩阵。 

二、教学重点 

1. 一个矩阵的等价标准形和矩阵可逆的充要条件。 

2. 用初等变换的方法求一个方阵的逆矩阵。 

三、教学难点 

用初等变换的方法求一个方阵的逆矩阵。 

四、教学过程 

（一）初等矩阵的定义 

定义 10 由单位矩阵E 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵. 

显然，初等矩阵都是方阵，每个初等矩阵都有一个与之相应的初等矩阵.互换矩阵E 的

i 行与 j 行的位置，得 

行

，

行

j

i

jiP













































1

1

01

1

1

10

1

1

),(











 

用数域P 中非零数 c乘E 的 i 行，有 
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行icciP































1

1

1

1

))((





, 

把矩阵E 的 j 行的 k 倍加到 i 行，有 

行

行

列列

j

ik

kjiP

ji

,

1

1

1

1

))(,(







































 

同样可以得到与列变换相应的初等矩阵.应该指出，对单位矩阵作一次初等列变换所

得的矩阵也包括在上面所列举的这三类矩阵之中.譬如说，把E 的 i 列的 k 倍加到 j 列，我

们仍然得到 ))(,( kjiP .因之，这三类矩阵就是全部的初等矩阵. 

（二）初等矩阵的性质 

引理 对一个 ns 矩阵 A作一初等行变换就相当于在 A的左边乘上相应的 ss 初等

矩阵；对 A作一初等列变换就相当于在 A的右边乘上相应的 nn 的初等矩阵. 

( , )p i j A： 对换 A 的 i ,j 两行； A ( , )p i j :  对换 A的 i ,j 两列． 

( ( ))p i k A：用非零数 k 乘 A的第 i 列； A ( ( ))p i k ：用非零数 k 乘 A的第 i 列． 

( , ( ))p i j k A： A的第 j 行乘以 k 加到第 i 行； A ( , ( ))p i j k ： A的第 i 列乘以 k 加到第

j 列． 

不难看出，初等矩阵都是可逆的，它们的逆矩阵还是初等矩阵.事实上 

(三)两个矩阵的等价关系 

在第二章§5 我们看到，用初等行变换可以化简矩阵.如果同时用行与列的初等变换，

那么矩阵还可以进一步化简. 

定义 11 矩阵 A与 B 称为等价的，如果 B 可以由 A经过一系列初等变换得到. 
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等价是矩阵间的一种关系.不难证明，它具有反身性、对称性与传递性. 

定理 5 任意一个 ns 矩阵 A都与一形式为 



























0000

0100

0010

0001













 

的矩阵等价，它称为矩阵 A的标准形，1 的个数等于 A的秩(1 的个数可以是零). 

例 1 用初等变换将下列矩阵化为标准形， 























6542

7622

5231

1311

A  

根据引理，对一矩阵作初等变换就相当于用相应的初等矩阵去乘这个矩阵.因之，矩

阵 BA , 等价的充要条件是有初等矩阵 tl QQPP ,,,,, 11  使 

tl QQBQPPPA  2121 .                         (1) 

n级可逆矩阵的秩为 n，所以可逆矩阵的标准形为单位矩阵；反过来显然也是对的. 

定理 6 n级矩阵 A为可逆的充要条件是它能表成一些初等矩阵的乘积： 

mQQQA 21 .                          （2） 

推论 1 两个 ns 矩阵 BA , 等价的充要条件为，存在可逆的 s 级矩阵 P 与可逆的 n级

矩阵Q使 

PAQA  . 

把(2)改写一下，有 

EAQQQm  1

1

1

2

1 .                     (3) 

因为初等矩阵的逆矩阵还是初等矩阵，同时在矩阵 A的左边乘初等矩阵就相当于对 A作初

等行变换，所以(3)说明了 

推论 2 可逆矩阵总可以经过一系列初等行变换化成单位矩阵. 

以上的讨论提供了一个求逆矩阵的方法.设 A是一 n级可逆矩阵.由推论 2，有一系列

初等矩阵 mPP ,,1  使 
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EAPPm 1 ,                        (4) 

由(4)即得 

EPPPPA mm 11

1   .                   (5) 

(4)，(5)两个式子说明，如果用一系列初等行变换把可逆矩阵 A化成单位矩阵，那么同样

地用这一系列初等行变换去化单位矩阵，就得到 1A . 

把 EA, 这两个 nn 矩阵凑在一起，作成一个 nn 2 矩阵 

)( EA , 

按矩阵的分块乘法，(4)，(5)可以合并写成 

)()()( 1

111

 AEEPPAPPEAPP mmm  .         (6) 

(6)式提供了一个具体求逆矩阵的方法.作 nn 2 矩阵 )( EA ，用初等行变换把它的左

边一半化成 E ，这时，右边的一半就是 1A . 

例 2 设 





















012

411

210

A  

求 1A .（ 
1

2 1 1

4 2 1

3 1
1

2 2

A

 
 
 

  
 
  
 

 ） 

当然，同样可以证明，可逆矩阵也能用初等列变换化成单位矩阵，这就给出了用初等

列变换求逆矩阵的方法. 

（四）用初等变换解矩阵方阵 

BAX  ， A可逆， X = 1A B．    1A B E A B初等行变换  

BXA  ， A可逆， X =B 1A ．
1

EA

B BA

  
  

   
初等列变换  

例 3．

1 2 3 2 5

2 2 1 , 3 1

3 4 3 4 3

A B

   
   

    
   
   

， BAX  ，求 X ． 
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解：  

1 0 0 3 2 3 2

0 1 0 2 3 . 2 3

0 0 1 1 3 1 3

A B X

   
   

          
   
   

． 

  例 4．

0 2 1
1 2 3

2 1 3 , .
2 3 1

3 3 4

A B

 
  

          

BXA  ，求 X ． 

解：

1 0 0

0 1 0
2 1 1

.0 0 1
4 7 4

2 1 1

4 7 4

A
X

B

 
 
      
       

    
  

  

 

五、小结 

1. 请叙述初等矩阵与初等变换的关系。 

2. 一个矩阵的等价标准形和矩阵可逆的充要条件。 

3. 用初等变换的方法求一个方阵的逆矩阵。 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年  月  日       教学学时数:2 学时 

4.7 分块乘法的初等变换及其应用举例 

一、教学目标 

1. 理解分块乘法的初等变换。 

2. 会求分块矩阵的逆。 

二、教学重点 

分块乘法的初等变换 

三、教学难点 

分块乘法的初等变换 

四、教学过程 

（一）分块初等矩阵 

将分块乘法与初等变换结合就成为矩阵运算中极端重要的手段. 

现设某个单位矩阵如下进行分块： 










n

m

EO

OE
. 

对它进行两行(列)对换；某一行(列)左乘(右乘)一个矩阵 P ；一行(列)加上另一行(列)

的 P  (矩阵)倍数，就可得到如下类型的一些矩阵： 










































n

m

n

mm

nm

n

EP

OE

EO

PE

PO

OE

EO

OP

OE

EO
,,,, . 

和初等矩阵与初等变换的关系一样，用这些矩阵左乘任一个分块矩阵 










DC

BA
, 

只要分块乘法能够进行，其结果就是对它进行相应的变换： 



























BA

DC

DC

BA

OE

EO

n

m
,                 (1) 



























DC

PBPA

DC

BA

EO

OP

n

,                (2) 



文山学院数学与工程学院                 高等代数（1）教案                  第四章 矩阵                     

习题讲解 151 





























PBDPAC

BA

DC

BA

EP

OE

n

m
.          (3) 

同样，用它们右乘任一矩阵，进行分块乘法时也有相应的结果. 

在(3)中，适当选择P ，可使 OPAC  .例如 A可逆时，选 1 CAP ，则 OPAC  .

于是(3)的右端成为 










  BCADO

BA
1

 

这种形状的矩阵在求行列式、逆矩阵和解决其它问题时是比较方便的，因此(3)中的运算

非常有用. 

（二）应用举例 

例 1 设 











DC

OA
T , 

DA, 可逆，求 1T . 

解：由
1

0 0 0

0

m

n

E A A

CA E C D D


    
    

     
及

1 1

1

0 0

0 0

A A

D D

 



  
   

   
，有 

1
1 1 1

1

1 11 1 1 1

0 00 0 0

0

m m

n n

E EA A A
T

CA E CA EC D D D CA D


  



    

         
           

           

 

例 2． 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A A
A

A A

 
 

            
 

  

， 1

1 1

1

2
A A   

解： 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 0 2 00 0

00

A A A AE E E E

A A A A AE E E E E

          
           

            
 

 

1
1 1

11

1

2 0 0

00

AE E E
A

AE E E


 


     

       
      

 

1

1

1

1

1
0 0

2
0

0

E E EA

E E E
A





 
              
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1

1 1

1
0

0 4

1 0

2

A
E E E

E E E
A A

 
    

     
    

 

 

1 1

1 1

1 1

14 4

1 1 4

4 4

A A

A

A A

 
 

  
  
 

 

例 3 设 











DC

BA
T1 , 

其中 DT ,1 可逆，试证 11 )(  CBDA 存在，并求 1

1

T . 

例 4 证明行列式的乘积公式 |||||| BAAB  . 

证：
0 0

0

n

n

E A A AB

E E B E B

    
    

     
 

11 1

1

11 1 1

1

1

0 1

1

n

n n nn

n n nn

n

a a

E A a a
P P P P E

E

 
 
 
  

   
   

 
  
 

 

11 1 1

0

0

n

n n nn

n

E
P P P P

E

 
  

 
 

其中初等矩阵
0

n ij
ij

n

E E
P

E

 
  
 

， ijE 为除（i,j）元素为 ija 外，其余元素皆为 0． 

11 1 1

0 0 0

0

n

n n nn

n

E A A A A
P P P P A B

E E B E B E B

      
        

        
 

0 0
( 1) ( 1)n n

AB AB
AB E AB

E B B E

 
      

  
 

AB A B  . 

例 5 设  
nnijaA


 ，且 
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,1,0

1

111

nk

aa

aa

kkk

k









 

则有下三角形矩阵 nnB  使 

BA =上三角形矩阵. 

证明：存在下三角矩阵 *n nB ，使 BA 为上三角形． 

证：对 n 作归纳法． 

当 n=1 时， 11 11 11 11( ), ( ), ( )A a B b BA a b    为上三角形． 

假设对 n－1 级矩阵命题成立，即，对 1 ( 1)*( 1)( )ij n nA a   结论成立，于是存在 ( 1) ( 1)n n  

矩阵 1B ，满足： 1 1B A 为上三角形．下面考虑 n 级矩阵 ( )ij n nA a  ． 

 对 A 作分块 

1

1

1 2 , 1

2,

1,

, , ( , , , )

n

n n n n

n nnn

n n

a

A
A a a a

aa

a


 








 
 

        
 

 
 
 

  

 则  1 1

11

11

0

01 nn nn

A AE

a a AA

 



    
    

     
 

 
1 1 1 11

1 1

1 1

0

0 00 1 nn nn

A B A BB

a A a A

 

  

    
     

     
上三角形． 

五、小结 

1. 分块初等矩阵有哪几类？在一个矩阵左边和右边乘分块初等矩阵的作用分别是什么？ 

2. 分块的上、下三角矩阵的逆矩阵怎么求？ 

七、教学反思 
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教学的时间：2020 年  月  日       教学学时数:4 学时 

第四章  矩阵习题讲解 

教学学时数:4 学时 

（习题册以及教材上的课后习题） 


