


一、 矢量在轴上的射影

设已知空间一点 A及一条轴 l，
A

l

通过A作垂直于轴l的平面α，

α 平面α与轴 l的交点A`

叫做点A在轴l上的射影

A`

1.点在轴上的射影



          定义设矢量AB的始点A和终点B在轴l上的

射影分别为A`,B`,则矢量A`B`叫做矢量AB在轴

l上的射影矢量,记做射影矢量lAB。

A
B

A` B`

    A`B`=射影矢量lAB

l

即

2.矢量在轴上的射影矢量



A
B

A` B` l

如果在轴上取与轴同向的单位矢量e，

则有

e

射影矢量lAB = A`B`= x e 

记作射影lAB

即      射影lAB = x 

 x叫做矢量AB在轴l上的射影，

射影矢量lAB与射影lAB

可分别记作

射影矢量eAB与射影eAB

3.矢量在轴上的射影



射影矢量eAB与射影eAB对 , 有

射影矢量eAB =(射影eAB) e



设a,b是两个非零矢量,自空间任意一点O作

之间的角,称为矢量a与b的夹角,记做∠( a,b).

OA= a,OB=b,射线OA与OB构成的角度在0与л

O A

B

a
b

二、 两矢量的夹角



O A

B

a
b

1)   ∠( a,b)与O点的选取无关.

2)   若a,b同向,∠( a,b)=0.

3)   若a,b反向,∠( a,b)=л.

4)   若a,b不共线,0<∠( a,b)<л.



乘以轴与该矢量的夹角的余弦:

        定理  矢量AB在轴l上的射影等于矢量的模

 射影lAB = AB cosθ, θ=∠(l ,AB)

 1  若θ=    时射影lAB=0,命题显然成立.
л
2

l

AB  射影lAB =0

AB cosθ=0.

事实上:

三、矢量在轴上的射影公式



 2 当θ≠   时,
л

2

A
B

A` B` l
θ

α β

B1

过A, B 分别作平面α,β与 l垂直,且各交 l

于A`,B`.再作矢量A`B1=AB, 于是B1在β上.

即△A`B1B`是直角△.

从而∠ A`B`B1=
л

2
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B

A` B` l
θ

α β

B1

e

1). 若0≤θ<       时,
л

2 A`B`与e同向,

x=A`B` = A`B1 cosθ 

= AB cosθ 

设 e为与轴l同向的单位矢量.

则有         A`B`=xe 所以, 射影lAB = x. 



2). 若       < θ ≤ л 时,
л

2

A
B

A` B` lθ1

α β

B1e

射影lAB = x. A`B`与e反向,

x=- A`B`

=- A` B1 cos(л-θ)

= AB cosθ θ

 A`B`=xe



综上所述, 当0≤θ ≤ л 时,总有

 射影lAB = AB cosθ. 

归纳前面的证明,有

3. 若       < θ ≤ л 时,
л

2 = AB cosθ; 有  x

1. 若0≤θ<       时,
л

2 = AB cosθ; 有  x

= AB cosθ; 
л
22.  若θ=    时    射影lAB=0

定理得证.





例1  在直角坐标系下,矢量a=Xi+Yj+Zk.证明:

射影i a=X,射影ja=Y, 射影ka=Z.

i j
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证:  设a的径矢为OP, P在三坐标轴上的

射影分别是A,B,C,

射影矢量i a=Xi,

射影矢量ja=Yj

射影矢量ka=Zk.

所以  射影i a=X,  射影ja=Y, 

射影ka=Z.  命题得证.



定理1   对于任意矢量a, b,  有

射影l(a+b)=射影la+射影lb      

A

B

C

lA` B` C`

证：设AB= a

BC= b

则

AC= a+ b

三、矢量在轴上的射影相关定理



A

B

C

lA` B` C`

设A`,B`,C`分别是A,B,C在轴 l 上的射影,

则有 A`C`=A`B`+B`C`, 因为

A`C`=射影矢量l AC,

A`B`=射影矢量l AB,

B`C`=射影矢量l BC,



所以,
射影矢量l AC =射影矢量l AB +射影矢量l BC.
另一方面,由公式 有

射影矢量l AC=(射影l AC ) e

射影矢量l AB=(射影l AB) e

射影矢量l BC=(射影l BC ) e 于是,

(射影l AC ) e (射影l AB ) e (射影l BC ) e= +



由分配律,有

(射影l AC ) e (射影l AB  射影l BC ) e= +

又因为单位矢量e与轴 l 同向,所以

  射影l AC  (射影l AB  射影l BC ) = +

即    射影l(a+b)=射影la+射影lb

定理得证. 



定理2   对于任意矢量a及任意实数λ,有

射影l(λa)= λ射影la

分析:   射影l(λa)= λa cos∠(l,λa), 

λ射影la= λ a cos∠(l,a),

问题转化为证明下面等式成立:

λa cos∠(l,λa)=λ a cos∠(l,a),



证:  如果λ=0 或a=0, 

如果λ≠0且a≠0,

1)当λ>0时, λa与a同向,故有

∠(l,λa)= ∠(l,a) 

λa cos∠(l,λa)=所以 λ a cos∠(l, a)

射影l(λa)= λ射影la=0  等式成立.

即    射影l(λa)= λ射影la   等式成立.



2)当λ<0时, λa与a反向,故有

∠(l,λa)= л - ∠(l, a) 

λa cos∠(l,λa)所以

= λ a cos(л - ∠(l, a) )

 a   (-cos∠(l, a) )= (-λ)

λ a cos∠(l, a)=

亦即    射影l(λa)= λ射影la ,  等式成立.

综上所述，定理得证
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    2.矢量在轴上的射影及射影矢量的
计算。

    1.矢量在轴上的射影及射影矢量概念;



思考题：

    矢量在轴上的射影与两矢
量的数量积之间有什么关系？


