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一、定义 

子空间的直和是子空间的和的一个重要特殊情形. 

定义 9    设 V1 , V2 是线性空间 V 的子空间， 

如果和 V1 + V2 中每个向量  的分解式 

 = 1 + 2 ，       1  V1 , 2  V2 , 

是唯一的，这个和就称为直和，记为 V1  V2 .  



二、直和的充分必要条件 

定理 8    和 V1 + V2 是直和的充分必要条件是 

等式  1 + 2 = 0，       1  V1 , 2  V2 , 

只有在1 ,   2全为零时才成立. 

证明 定理的条件实际上就是：零向量的分 

解式是唯一的. 先证明必要性：因为0+0=0， 

且由V1 + V2 是直和，即其向量的分解是唯一的， 

因此，1 +  1 = 0， 1  V1 , 2  V2 , 1 = 2=0 



（充分性）：设   V1 + V2 ，它有两个分解式 

 = 1 + 2 ， = 1 + 2 ，  1 , 1  V1 , 2 , 2  V2. 

于是 

( 1 - 1 ) + ( 2 - 2 ) = 0 , 

其中1 - 1  V1 , 2 - 2  V2 . 由定理的条件，有 

1 - 1 = 0 , 2 - 2 = 0 ,  即 1 = 1 , 2 = 2 .  

这就是说，向量  的分解式是唯一的. 

证毕 



推论    和 V1 + V2 为直和的充分必要条件是 

V1 ∩ V2 = { 0 } . 

证明 先证充分性. 假设有等式 

1 + 2 = 0，       1  V1 , 2  V2 , 

那么 

1  V1 ∩ V2 . 

由假设 V1 ∩ V2 = { 0 } ，得 

1 =  2 = 0 . 

这就证明了 V1 + V2 是直和. 

由1 + 2 = 0，得 1 = -2  V2 , 

同理：2  V1 ∩ V2 . 



再证必要性： 

于是零向量可以表示成 

0 =   + ( -  ) ，   V1 , -   V2 . 

因为是直和，所以  = -  = 0 . 这就证明了 

V1 ∩ V2 = { 0 } . 
证毕 
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定理定理 88 和和 VV11 + + VV2 2 是直和的充分必要条件是是直和的充分必要条件是

等式等式

11 + 2 2 = 0= 0，， 11  VV11 , , 22  VV2 2 ,,

只有在只有在VV11 , , VV22全为零时才成立全为零时才成立..

推论推论 和和 VV11 + + VV2 2 为直和的充分必要条件是为直和的充分必要条件是

VV11∩∩ VV2 2 = { 0 } .= { 0 } .

定理 9    设 V1 , V2 是 V 的子空间，令 W = V1   

+ V2 ，则 W = V1  V2 

的充分必要条件为 

维( W ) = 维( V1 ) + 维( V2 ) . 

证明 因为 

维(W) + 维(V1 ∩ V2 )= 维(V1) + 维(V2) , 

而由前面 的推论知 V1 + V2 为直和的充 

要条件是V1 ∩ V2 = { 0 } ，这是与维(V1 ∩ V2 ) = 0 



等价的，也就与维(W) = 维(V1) + 维(V2) 等价. 

证毕 

三、直和的性质 

定理 10    若设 U 是线性空间 V 的一个子空间， 

则一定存在一个子空间 W 使 V = U  W . 

这时 U 叫做 W 的补空间，W 叫做 U 的补空间， 

或者 U 与 W 是互补子空间. 



证明 取 U 的一组基 1 , … , m  . 把它扩充 

为 V 的一组基 1 , … , m  , m + 1  , … , n . 令 

W = L(m + 1  , … , n ) . 

则 W 即满足要求. 
证毕 



例 1    在 3 维空间 P3 中，过原点的两条相交直 

线的直和就是由这两条直线所确定的平面. 如图6-9 

所示. 
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例 2    设 V = P 3 ，L 是过原点的直线， 是过原点的平面.  

如果 U ∩ W = { 0 } ， 即 L 不 上， 则 V = U  W . 

如图 6-10 所示. 
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图 6-10  

令 L 上的点构成的空间为 U，  上的点构成的空间为 W， 



例 3    设 V = P 3，U = L(1 )， 1 = (1, 1, 1)， 

求 U 的补空间 W . 

解 要求补空间 W，即要求 W 的一组基. 

只需把 U 的基扩充为 P 3 的基. 

取  e1 = (1, 0, 0), e2 = ( 0, 1, 0), 

因为向量组 1, e1, e2 线性无关，所以它即为 P 3 的 

基，于是 e1, e2 是 W 的一组基，即 W = L(e1, e2 ) . 



四、多个子空间的直和 

定义 10    设 V1 , V2 , … , Vs 都是线性空间 V 的子空间. 

如果和 V1 + V2 + … + Vs 中每个向量  的分解式 

 = 1 + 2 + … + s  , i  Vi ( i = 1,2,…,s ) 

是唯一的，这个和就称为直和. 记为 

V1  V2  …  Vs  . 



定理 11    设 V1 , V2 , … , Vs 都是线性空间 V  

的子空间，则下面这些条件是等价的： 

1)  iVW 是直和； 

2)  零向量的表法唯一； 

3) 
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4)  维( W ) =  维( Vi ) . 

证明略. 



小结 

1.请叙述直和的定义。 

2.判断两个子空间的和是直和的充分必要条件有哪些方法？ 

3.如何去求给定的一个线性空间的子空间的补子空间？ 

4.子空间的直和的概念能否扩充到多个子空间的直和？若能

如何判断多个子空间的和是直和？ 



                         思考 

• 1.线性空间比较复杂，我们找了基来表示线性空间

的向量，但线性空间中各个向量之间的关系仍然很

复杂，该怎么研究各个向量之间的联系？ 

• 2.能否将一个复杂的线性空间中向量之间的联系转

移到另一个简单的线性空间中研究？ 

 


