
主要内容 

正定二次型的定义 

第四节    正定二次型 

实二次型正定性的判别方法 

实二次型的其他类型及其判别法 



1.  定义 

定义 4    实二次型 f ( x1 , x2 , … , xn ) 称为正定的， 

如果对于任意一组不全为零的实数 c1 , c2 , … , cn都有  

f ( c1 , c2 , … , cn ) > 0 . 

一、正定二次型的定义 

例如    二次型 
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是不是正定的？ 
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所以，有 f (1, -1, 0) = 0. 

是不是正定的？ 



2.  两个基本结论 

1)  实二次型 
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正定的充分必要条件是 di > 0 , i = 1, 2, … , n . 

证明证明 充分性是显然的. 下面来证必要性，

用反证法，设存在 di  0, 于是取 xi = 1 , xj = 0 (ji),

便有

f (0, … ,0, 1, 0, … , 0) = di  0, 

这与二次型正定相矛盾.

2)  非退化实线性替换是否保持正定性不变？ 

证明 2 设实二次型

f = XTAX

是正定的. 作非退化线性替换

X = CY

所得的二次型为

f = YT( CTAC )Y .

对任意的 Y0  0，相应的 X0 =CY0  0，若不然，如果

X0 = 0，则 Y0 = C-1X0 = 0 . 于是由 f = XTAX 的正定

性，即得 f = Y0
T( CTAC )Y0 = X0

TAX0 > 0 .
证毕



二、实二次型正定性的判别方法 

定理 6    n 元实二次型 f ( x1 , x2 , … , xn ) 是正 

定的充分必要条件是它的正惯性指数等于 n . 

证明 设二次型 f ( x1 , x2 , … , xn ) 经过非退 

化实线性替换变成标准形 d1x1
2 + d2x2

2 + … + dnxn
2  

1.  惯性指数法 

由基本结论 1 知，该标准形是正定的充要条件 di > 0 ,  

i =1, 2, … , n , 即正惯性指数为 n . 由二次型经非退化 

的线性替换，正定性保持不变即得证. 



定义 5  实对称矩阵 A 称为正定的,若二次型XTAX正定. 

因为二次型 x1
2 + x2

2 + … + xn
2 的矩阵是单位矩阵 E

， 
所以一个实对称矩阵是正定充要条件它与单位矩阵合同， 

由此得： 

推论 1    实对称矩阵 A 正定的充要条件是存在可逆矩阵 C， 

使得 A = CTC. 

定理 6 说明，正定二次型 f ( x1 , x2 , … , xn ) 的 

规范形为 y1
2 + y2

2 + … + yn
2 . 



证明 设 A 为实对称矩阵，则由 

实对称矩阵 A 正定 

等
价 

实二次型 XTAX 正定 

等
价 

实二次型 XTAX 的规范
型是 x1

2 + x2
2 + … + xn

2  

实二次型 XTAX 的规范
型是 x1

2 + x2
2 + … + xn

2  

等
价 

存在可逆矩阵 C，使 

A = CTEC = CTC . 

矩阵 A 与 E 合同 

等
价 

证毕 

定理定理 66 nn 元实二次型元实二次型 ff ( ( xx11 , , xx22 , , …… , , xxnn ) ) 是正是正

定的充分必要条件是它的正惯性指数等于定的充分必要条件是它的正惯性指数等于 nn ..

有 



推论 2    正定矩阵的行列式大于零. 

证明 设 A 是一正定矩阵，则由推论 1 知， 

存在可逆矩阵 C，使 

A = CTC . 

两边取行列式，就有 

| A | = | CT | | C | = | C |2 > 0 . 

证毕 



例 1    证明：若 A 是正定矩阵，则 A-1 也是正定的. 

证明 由正定矩阵的定义知，正定矩阵是实对称矩阵， 

由推论 2 知,正定矩阵 A 是可逆的,且 ( A-1 )T = ( AT )-1 = A-1 ， 

所以 A-1 也是实对称矩阵. 证明其正定性的方法很多. 

方法 1 

对二次型 XTA-1 X 作非退化线性替换 X = AY，

XTA-1 X = YTATA-1AY = YTAY ，

得

由 YTAY 正定，可知 XTA-1 X 也正定，故 A-1 是正

定矩阵.

方法方法 2 2 

由于正定矩阵 A 合同于单位矩阵 E，即存在可

逆矩阵 C 使得

CTAC = E .

上式两边求逆，得

( C-1 )A-1( C-1 )T = E ，

故 A-1 合同于单位矩阵 E，因此 A-1 是正定矩阵.

方法方法 3 3 

由于 A 正定，所以存在可逆矩阵 C，使得

A = CTC ，

于是

A-1 = ( CTC )-1 = ( C-1( CT )-1 ) = C-1( C-1 )T .

因此 A-1 也正定.

例 2    用惯性指数法判断三元二次型 
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是否是正定二次型. 解法解法 11 用配方法

直接配方得

3221

2

3

2

2

2

1321 ),,( xxxxxxxxxxf 

2 2 2

1 2 2 3 3

1 3 2 2
( ) ( ) .

2 4 3 3
x x x x x    

则其标准形为
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因为正惯性指数 p = 3 = n，所以是正定的.

解法解法 22 用初等变换法
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2.  顺序主子式法 

定义 6    子式 
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称为矩阵 A = ( aij )nn 的顺序主子式. 



定理 7    实二次型 


 


n

i

n

j

jiijn AXXxxaxxxf
1

T

1

21 ),,,( 

是正定的充要条件为矩阵 A 的顺序主子式全大于0. 

证明 先证必要性 设二次型 
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下证 fk 是一个 k 元的正定二次型. 

对于任意一组不全为零的实数 c1 , … , ck 有 
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这就证明了正定二次型的矩阵 A 的顺序主子式全大于零. 

再证充分性 对 n 作数学归纳法. 

当 n = 1 时， 

f ( x1 ) = a11x1
2 , 

由条件 a11 > 0 显然有 f ( x1 ) 是正定的. 

假设充分性的论断对于 n - 1 元二次型已成立, 

现在来证 n 元的情形. 
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把矩阵 A 可以分块成 



既然 A 的顺序主子式全大于零，当然 A1 的顺序 

主子式也全大于零. 由归纳法假设，A1 是正定矩阵， 

换句话说，有可逆的 n - 1 级矩阵 G 使 

GTA1G = En - 1 , 

这里 En - 1 代表 n - 1 级单位矩阵. 令 ,
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就有 T (1,1, ,1, ) .C AC diag a

两边取行列式， | C |2 | A | = a . 



由条件 | A | > 0 得 a > 0 . 这就说明，矩阵 A 与单位 

矩阵合同，所以，A 是正定矩阵，或者说二次型 

),,,( 21 nxxxf  是正定的. 充分性得证. 

证毕 

例 3    利用顺序主子式法判别例题2二次型的正定性. 
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三、实二次型的其他类型及其判别法 

1.  定义 

定义 7  设 f ( x1 , x2 , … , xn ) 是一实二次型,对于任意 

一组不全为零的实数 c1 , c2 , …, cn ,  

若都有 f ( c1 , c2 , … , cn ) < 0， 则f ( x1 , x2 , … , xn )称为负定的； 

若都有 f ( c1 , c2 , … , cn )  0，则f ( x1 , x2 , … , xn )称为半正定的；  

若都有f ( c1 , c2 , … , cn )  0，则 f ( x1 , x2 , … , xn ) 称为半负定的； 

否则就称之为不定的. 



2.  判别法 

定理 8    对于实二次型 

f ( x1 , x2 , … , xn ) =XTAX ， 

其中 A 是实对称的，下列条件等价： 

(1)  f ( x1 , x2 , … , xn ) 是半正定的， 

(2) 它的正惯性指数与秩相等， 

(3) 有可逆实矩阵 C，使 

CTAC = diag ( d1 , d2 , … , dn ) , 

其中 di  0，i =1, 2, … , n , 



(4) 有实矩阵 C 使 

A = CTC ， 

(5) A 的所有主子式皆大于或等于零. 

(所谓主子式是指行指标与列指标相同的子式) 

注意，在 (5) 中，仅有顺序主子式大于或等于 

零是不能保证半正定性的. 比如 
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就是一个反例. 



对于负定和半负定二次型的判别有以下方法： 

对于实二次型f ( x1 , x2 , … , xn ) =XTAX ，其中 AT =A，则 

(1)  f ( x1 , x2 , … , xn ) 是负定的充要条件是它 

的负惯性指数等于 n； 

(2)  f ( x1 , x2 , … , xn ) 是半负定的充要条件是它 

的负惯性指数等于秩. 

因为A 负定与 ( - A )正定是等价的. 所以实对称矩阵A 负定 

充要条件是 A 的奇数阶顺序主子式都小于零， 

A 的偶数阶顺序主子式都大于零. 



例 4    判别二次型 

的正定性. 
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小结和作业 

3.作业见习题册. 

1.请叙述二次型正定、矩阵的正定的定义？ 

2. 归纳判断二次型是否为正定二次型的方法？ 


